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Analisi Modale

Si faccia riferimento al sistema tempo-discreto
x(k+1) = Ax(k)

e al sistema tempo-continuo

x(t) = Ax(t)
Le evoluzioni libere dei due sistemi a partire dalla condizione iniziale x(0) =
X( SONo

x(k) = AFxg
¢

x(t) = e?'xg
Le funzioni elementari del parametro k (del tempo t) che compaiono all’in-
Aty

terno della matrice A* ( matrice eA?) possono essere facilmente evidenziate

operando un cambiamento di base x = TX nello spazio degli stati che
trasformi la matrice A nella corrispondente forma canonica di Jordan A,

x(k) = TA"T %,

x(t) = TeMT 'x,

Definizione. Le funzioni discrete del tempo k che compaiono nella matrice

——k . ) . .
A" e le funzioni continue del tempo t che compaiono nella matrice e®!

prendono il nome di modi del sistema.

Nota : Attraverso |'analisi dei modi del sistema e possibile caratterizzare la
risposta libera del sistema a partire dai suoi autovalori.
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[ - Autovalori reali distinti

Nel caso in cui gli autovalori della matrice A siano tutti distinti, necessaria-
mente la matrice A ¢ in forma diagonale:

‘A 0 0 - 0]
A=V 200
0 0 0 - Ay
Le corrispondenti matrici di transizione A" e eAt assumono la forma:
(A0 0 0] (et 0 0 .- 0
aF_ |0 Ao 0 A _ | 0 e 0 - 0
0 0 0 -+ AF 0 0 0 ... Mt
e | modi del sistema sono funzioni linearmente indipendenti in quanto gli
autovalori A{,..., A, sono distinti.
)\Ilc )\/5 )\k 6)\115 6)\215 e)\nt
Y 3 = n? Y 2 )

Se lo stato iniziale X, appartiene all'autospazio relativo ad un particolare
autovettore, allora |'evoluzione libera del sistema appartiene allo stesso
autospazio.

Ciascun modo reale puo venire “eccitato’ indipendentemente dagli altri
modi; ciascun modo complesso in generale viene eccitato assieme al suo
coniugato, a meno che lo stato iniziale che lo eccita sia a componenti
complesse.

e Una matrice e diagonalizzabile sse il polinomio minimo della matrice A
ha tutte radici semplici;

e Una matrice e diagonalizzabile sse d n autovettori linearmente indipen-
denti;
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Rappresentazione grafica - caso discreto

L'equazione alle differenze di tipo matriciale
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)

cioe

£E1<]€—|—1) )\1 ... 0 331(]{') bl,l

= : C |+

zn(k+1) 0 ... A\ | | zn(k) bn1 ..

descrive n sistemi lineari del primo ordine non interagenti tra di loro:

k—+1 L
D11, .. b —® 21 ( ) - z1(k)
A1
’LL1<,I€)
[ ]
Bty bom] @ zn(k+1) = (k)
An
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Rappresentazione grafica - caso continuo

L'equazione differenziale di tipo matriciale:

%(t) = Ax(t) + Bu(?)

cioe

descrive n sistemi lineari del primo ordine non interagenti tra di loro:

(s t
011,01 @ 2 (t) o1 z1(t)
A1
uy(t)
[ ]
b1, s bom] 6 Ty (1) 1 (1)
An
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Autovalori reali - caso discreto 1

Autovalore sul piano complesso

15
i
05
or X
-051
Ll
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
k
A dove
Autovalore sul piano complesso
15 T T T T T T T
i
0.5+
ol
-0.5r
Ll
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
k
A dove
Autovalore sul piano complesso
15 T T T T T T T
W
0.5F
ol
-0.5r
al
-15, L L
-2 -15 1 -05 0 0.5 1 15 2
A dove

20

Andamento del modo

10
Andamento del modo
15 T T T T T
00 0 0 0 0 0 0 0 00
0.5
ol
-0.5r
Ll
s ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Andamento del modo
15 T T T T T T T
[¢
0.5F
ok 000 0
-0.5
Ll
s ‘ ‘ ‘
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Autovalori reali -

caso discreto 11

Autovalore sul piano complesso

15
i
0.5+
ol
-0.5r
Ll
is ‘ ‘
-2 -15 1 0.5 0 0.5 1 15 2
k
A dove
Autovalore sul piano complesso
15 T T T T T T T
i
0.5+
ol
-05r
Ll
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
A dove
Autovalore sul piano complesso
15 T T T T T T T
W
0.5F
ol
-0.5r
al
-15 L
-2 -15 1 -05 0 0.5 1 15 2
k
A dove

Andamento del modo

15

-0.5[

Andamento del modo

—0.5

Andamento del modo

I I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Autovalor1 reali - caso continuo

Autovalore sul piano complesso

15F
N
051
0 X
-0.5r
al
sl
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 2
At
e dove
Autovalore sul piano complesso
.
15
N
051
0 A
-05
al
-15r
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 2
e dove
Autovalore sul piano complesso
.
151
N
051
0 X
-05
al
-15r
-2 -15 -1 -05 0 0.5 1 2
At
e dove

Andamento del modo
50 T T T T T T T

451

401

351

301

251

201

15-

10r

Andamento del modo
15 T T T T T T T

05

1

Andamento del modo

15

1
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Autovalori complessi distinti.

Nel caso di autovalori complessi distinti le matrici di transizione hanno la
seguente forma:

i k| coskf sink6;
|)\1| [_ Sinkal COSkal "
Ak = '
x| coskB, sink6,
0 coe A l_ sin k), cos kby,| |
_ pot| €08 wit sinwit 0
i —sinw;t coswit
A
€ t_
0 gont| COSwWnt sinwnt
e —sinwy,t coswpt i

e | corrispondenti modi reali sono:
tempo discreto tempo continuo
I\;|F cos(kb;), |Ni|Fsin(k;), e’ cosw;t, e sinw;t
e Ogni evoluzione libera ha componenti esprimibili come combinazioni
lineari a coefficienti reali dei modi reali.

e | due modi corrispondenti ad una coppia di autovalori complessi coniu-
gati |\;|* cos(k;), | \;|¥ sin(k6;) (oppure €% cos(w;t), e sin(w;t)) non
possono essere “eccitati” in modo indipendente.

Caso tempo discreto:

{ 113@1(]43) = |)\Z|k[COS(k91)£UZ71(O) + sm(kez)x%g(O)]
$i,2<k> = |)\Z|k[— SlH(ka)JZ’Z,l(O) + COS(kOl)Q?i’Q(O)]
Caso tempo continuo:

{ z;1(t) = e%*[cos(w;t)x;1(0) + sin(w;t)z;2(0)]

xi’g(t> = Gait[— Siﬂ(wit)ﬂfi,l(()) + COS(Wit)l'i,Q(O)]
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Autovalori complessi - caso discreto

Autovalori sul piano complesso Andamento del modo relativo a lambda 1
15 T T T T T T T T T T T T T T T
(
i
0.5+
ol
-05r
Ll
s a1 s o0 05 1 15 2 o 1 2 s 4 5 6 7 8 9 1
Mg =¢e7% — COSI
Autovalori sul piano complesso Andamento del modo relativo a lambda 1
15 T T T T T T T T T T T T T T T T
(
i
0.5F
ol
-051 b —04k
-0.6
al
-0.81
Ll
s g es 0 05 1 15 2 o 1 2 s 4 5 6 7 8 9 10
A2 = 0571 — (0.5) cos — -
Autovalori sul piano complesso Andamento del modo relativo a lambda 1
15 T T T T T T T T T T T T T T
(
i
0.5+
ol
-0.5r
Ll
s a1 s o0 05 1 15 2 o 1 2 s 4 5 6 7 8 9 10
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Autovalori complessi - caso continuo

Autovalori sul piano complesso Andamento del modo
ar : : : 40 T T T T T T T
3r 30
2 X
i
ok
b
2 X
l
4 s = 05 0 05 1 15 2 8 9 10

ot .
e’ cos(wt)  dove A9 =0.5%32

Autovalori sul piano complesso
ar sulp comp ; Andamento del modo
sl
2 b
W
ok
Ll
2 )
al
4 s = 05 0 05 1 s 2 L5 1 2 3 2 5 5 7 8 ° 10

ot .
e’ cos(wt)  dove A9 = £j2

Autovalori sul piano complesso
ar sulp comp ; Andamento del modo
sl
2 X
W
ok
Ll
2 X

Ll

al
4 s = 05 0 05 1 s 2 L5 1 2 3 2 5 5 7 8 ° 10

t

e’"cos(wt) dove Ao =—0.5+752
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II - Autovalori reali multipli

Nel caso tempo-discreto la matrice di transizione vale:

A" = diag(3, 35, ... I
dove ciascuno dei miniblocchi di Jordan produce un miniblocco del tipo:

i 1 (k(k—1 _ k(k—1)...(k—v;+2)\ \k—v;+1 ]
0 A EAST :

0 0 . )\ k1

1 ]

0 0 0 Y

In questo caso i modi del sistema sono:

oA\ T ) (v — 1) Z

Nel caso tempo-continuo, la matrice di transizione vale:

: eJ,«t)

el = dz'ag(e‘]lt, g2t

IR

dove ciascuno dei miniblocchi di Jordan produce un miniblocco del tipo:

[ Mt At 2Nt i—l .t ]
e te 9 5e 7 ... (yi—l)!e 9
0 e)\ﬂf te)\it .
eJit — i : .
0 0 .- eNt el
0 0 e 0 eit

In questo caso i modi del sistema sono:
2 v;—1
At ¢ At t At L
e -, e, e, oy TN,

Teoria dei Sistemi



Rappresentazione grafica - caso discreto

L'interazione tra i modi corrispondenti ad un miniblocco di Jordan di dimen-
sione v, puo essere evidenziata mediante uno schema a blocchi corrispon-

dente alla relazione matriciale:

| k+1) ] [A1...0]] k) 1 [ b R S
1 ( :+ ) ' : 5171:< ) 11 1:, uy (k)
. | ; N . E
CE',,_l(k + 1) 00 ...1 CE,/_l(k> by_l’l ce bl/—l,m ” (k)
oz (k+1) ] (00 ..o N ay(k) | | bur o by [P
descrive v sistemi lineari del primo ordine interagenti tra di loro:
— [bu1y-ey by - zy(k +1) o1 zy(k)
A
Ul(k) lf \
1k +1 1k
: [by—l,l, <y bz/—l,m] ‘®$ 1< ) Z_l = 1( )
um (k)
A
([ ]
([ ] [ ]
° E+1 k
— by bim] —® “(k+ 1) 2! “1(k)
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Rappresentazione grafica - caso continuo

L'interazione tra i modi corrispondenti ad un miniblocco di Jordan di dimen-
sione v, puo essere evidenziata mediante uno schema a blocchi corrispon-

dente alla relazione matriciale:

_ itl_(t)

(1)
t

a0

A1 ... 17 t B b
: O xl:( ) 1;’1 1-,m Ul(t)
; : : N |
00...1 x,,_l(t) bV—Ll e e b,/_l,m ” <t)
I 00 ... A I :ij<t) i bu,l by,m | m
descrive v sistemi lineari del primo ordine interagenti tra di loro:
] [bl/,la SRR bu,m] -D xl/(t) g1 xV(t)
A
I:by_l’17 < ey bl/—l,m] ‘® :Cy—1<t) 3_1 xy—l(t)
A
([ ]
® °
° . (1 ;
— [bl,h cee bl,m] -5 CL’1< ) g1 331< )
A
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Proprieta dei modi associati ad autovalori multipli

e Invarianza : Se lo stato iniziale X, appartiene al sottospazio generato da
una catena di Jordan (miniblocco) relativa ad un autovalore A, allora la
traiettoria € completamente contenuta nel medesimo sottospazio.

e Interdipendenza : Non e possibile in alcun modo eccitare singolarmente
i modi appartenenti ad un miniblocco di Jordan.

Sia x(0) lo stato iniziale del sistema:

Z10

x(0) = [ %

Caso tempo discreto:

xl(k) = Mz + ENlogg + .0 + ( (k= 1)/ (1]; V+2)) M=t o
J 2(k) = e (L P
|z, (k) = Nz

Caso tempo continuo:

(

V; —
CUl(t) = 6)‘75.1'10 + te)\tilﬁg() + ... + t - 1 ,6)\75.1',/0
_ At t”z At
) xo(t) = eNry + ..+ e Lwo

| z,(t) = eMax,
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Autovalori reali multipli - Esempio

Sia il sistema in forma di Jordan con autovalore A di molteplicita due:

)

xl(k+1)]

zo(k + 1) [)\ \

0 A

La traiettoria dello stato & quindi definita dalle relazioni:

CUl(k) = )\k.fl(O) + k’)\k_lilﬁg(O), .Tl(O) =1
.CUQ(:I{?) = )\k.TQ(O) .562(0) =1
Analizziamo i due modi m; = \¥ e my = ENFL:
. ‘Autoyalori‘sul p‘iano (‘:omp‘lesso‘ - Arldamentp dgi qui
7 i 0.0 0 0 0 0 0 0.0

-15,
-2

L L L I I I I L L L L L I I I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Autovalore doppio A = 1, modi m; e ms

Autovalori sul piano complesso
15 T T T T T T T

15

ik ! ] e i
i ' ] 05%
L ® i X

-0.51 B -0.51

Andamento dei modi

=)

15 I I I I I I I -15
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 0

Autovalore doppio A = 0.5, modi m; e my
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Autovalori reali multipli - Esempio

Sia il sistema in forma di Jordan con autovalore A di molteplicita due:

I (t)
Qﬁg(t)

i1 (1)
To(1)

Al
0 A

La traiettoria dello stato & quindi definita dalle relazioni:

1
1

{ z1(t) = eMx1(0) + teMzy(0), z1(0)
To(t) = eMay(0) 75(0)

Al

Analizziamo i due modi m; = e e my = te':

Autovalori sul piano complesso N Andamento dei modi

101
05

-0.5[

-2 L L L I I I | 0 L L L L L L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Autovalore doppio A = 0, modi m; e ms

Autovalori sul piano complesso Andamento dei modi
. : B 15 T T T T T T T

15F

ik
05F : : 4
051 : .
o ® : : ol .
-0.5r-
-0.5F

-15F

I I I L L L | -15 I I I I I L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Autovalore doppio A = —0.5, modi m; e myo
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Autovalori complessi coniugati multipli

e Sulla base della forma reale di Jordan, & possibile considerare i modi
reali corrispondenti a coppie di autovalori complessi coniugati con grado
dimolteplicita maggiore di uno.

Caso tempo-discreto:

{ I\|* cos(k6)
|\|* sin(k6)

k|t cos((k — 1)0)
{ E|A*Lsin((k — 1)0)

{ k(k—l)---(’f)—l’”) M= cos((k — v + 1))

v—1)!
k(k—l(gy_(lk)'—w—Q) |)\|k—u+1 sm((k — v+ 1)(9)

Caso tempo-continuo:

et cos(wt), et sin(wt),

te’ cos(wt), te’ sin(wt),

. v—1 . v—1 .
ﬁe"t cos(wt), ﬁe”t sin(wt).
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Carattere di convergenza dei modi.

Consideriamo un sistema lineare tempo-invariante (a tempo continuo o di-
screto). Diremo che un modo m(t) (reale o complesso), definito per ¢ > 0

AN

€:

® convergente S€E.

lim |m(t)] = 0

t—00
e /imitato, ma non convergente, se esiste un numero reale +0o0 > M > 0
tale che, Vt > 0, si abbia:

0<|m(t)| <M

e non limitato, se per ogni numero reale prefissato M > 0, esiste un
instante di tempo ¢ per cui:

Im(t)| > M

Proposizione 1) : | modi del sistema x(¢) = Ax(t) sono:

— Convergenti se e solo se tutti gli autovalori di A hanno parte reale
strettamente negativa.

— Limitati se e solo se gli autovalori di A hanno parte reale negativa
o nulla e quelli a parte reale nulla sono associati a miniblocchi di
Jordan di dimensione unitaria (cioé sono radici semplici del polinomio
minimo).

Proposizione 2) : | modi del sistema x(k + 1) = Ax(k) sono:

— Convergenti se e solo se tutti gli autovalori di A hanno modulo
strettamente minore di uno.

— Limitati se e solo se gli autovalori di A hanno modulo minore od
uguale ad uno e quelli con modulo unitario sono associati a mini-
blocchi di Jordan di dimensione unitaria (cioé sono radici semplici
del polinomio minimo).
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Modi dominanti

L'evoluzione libera del sistema lineare

x(t) = Ax(t), x(k + 1) = Ax(k)

AN

a partire dalla condizione iniziale x(0) = x; &:
x(t) = e®'xq, x(k) = Afx

Al tendere di ¢ [di k] all'infinito, i modi del sistema tendono a zero, riman-
gono costanti o divergono in funzione del valore degli autovalori. Alcuni di
essi, perd, tendono a zero piu rapidamente rispetto agli altri, per cui la lo-
ro influenza sul comportamento asintotico del sistema diventa trascurabile
all’aumentare del tempo.

1) Consideriamo inizialmente il caso di autovalori reali distinti.

Definizione. Siano \; gli autovalori della matrice A. L’autovalore \; é

I'autovalore dominante della matrice A se vale la seguente relazione:

e nel caso tempo-continuo

Re(\1) > Re(Ag) > Re(A3) > ... > Re(\,)

e nel caso tempo-discreto

Al > el 2 gl =2 A

Proprieta. Al tendere di t [di k] all'infinito, I'evoluzione libera x(t) [x(k)] di
un sistema lineare tempo-continuo [tempo-discreto] tende ad appiattirsi lun-
go il sottospazio corrispondente all’autovalore dominante, cioe I'autovalore
A1 a parte reale [a modulo] pit grande.
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Siano v; gli autovettori associati agli autovalori \;. Siccome gli autovettori
v, costituiscono una base dello spazio degli stati, una qualsiasi condizione
iniziale x; puo essere espressa come somma delle sue componenti lungo gli
autovettori v;:

n

X) = Zp,1V1 + Zp2Va + ...+ TopVy = 21 x0,;Vi

i=

Le componenti z; di tale scomposizione si possono esprimere come segue

*T
Zo; = VvV, Xy

cioeé come prodotto scalare tra il vettore x; e le righe v della matrice T~

T:[Vl V2...Vn], T ! =

Le evoluzioni libere x(t) e x(k) corrispondenti alla condizione iniziale x
sono:

Ant

At Aot
X(t) = o1V + 22 Vo + ... + T e "V,

X(k‘) = $071)\]1€V1 + $0,2>\]2€V2 + ...+ ajO,n)\fLVn

Se x91 # 0, le evoluzioni libere x(t) e x(k) possono essere riscritte nel modo
seguente

At
& Lol
X(t) = .Cl?()’leht Vi + Z ﬁvi
=2 330’16 1
€ k
k ZU(),Z')\-
X(k) = 560’1)\1 Vi + Z 7ZVZ'
1=2 330,1)\1

Chiaramente, al tendere di t e di k all’infinito, si ha che

x(t) =~ mpeMvy ¢ x(k) =~ zoiMvy
t—o00 k—o00
cioe, indipendentemente dalla condizione iniziale x, se z¢; # 0 I'evoluzione
libera del sistema tende verso |'autospazio span[v;] corrispondente al polo
dominante.
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2) Prendiamo ora in considerazione il caso di autovalori complessi coniugati.

In questo caso, una coppia di autovalori complessi coniugati A; 2 = 0 & jw
viene detta “dominante’ rispetto agli altri autovalori se, nel caso tempo-
continuo, vale la seguente relazione:

Re(\) = Re(zxi) > Re(A3) > Re(\y) > ... > Re(\,)
A2

Sia v 'autovettore complesso corrispondente all’autovalore \; e siano vy
e vy, rispettivamente, la parte reale e la parte immaginaria dell’autovettore
vy. La condizione iniziale x; pud sempre essere espressa come somma delle
sue componenti lungo vy, vis e gli altri autovettori v; del sistema:

X) = Z0,1VIR T Z02Vi] + Z93V3 ...+ T0nVn

L'evoluzione libera x(t) a partire dalla condizione iniziale x; assume la
seguente forma:

ot | COSwt sinwt| [xg1 Ant

x(t) = [VlR VH] e , + 330,36)\3tV3 + ...+ xone" vV,
— sin wt cos wt

L2
che puo anche essere riscritta nel seguente modo

coswt sinwt | | To1

n xo,ie/\it
. ——V;
—sinwt coswt

i=3 e’

X(t)eat{[vm Vu] 205

Al tendere di t all'infinito, si ha che

coswt sinwt || T

Lo2

2

x(t) et [ ViR ViI ]

—sinwt coswt

t—00

cioe lI'evoluzione libera del sistema tende verso il sottospazio generato dai
vettori vip e vyJ.

Considerazioni analoghe valgono anche nel caso di sistemi tempo-discreti con
autovalori complessi coniugati dominati.
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Esempio. Dato il seguente sistema dinamico tempo continuo

3 —1 0
xt) =11 1 —2|x(t)=Ax(t)
0 0 2

determinare il sottospazio corrispondente al modo dominante.

Il polinomio caratteristico della matrice A e

s—3 1 0
det(sI-A)=| —1 s—1 2 |=(s=2)[(s—3)(s—1)+1]=(s—2)°
0 0 s—2
Il sistema presenta 3 autovalori coincidenti: A = 2. Il corrispondente
autovettore v si ottiene risolvendo il sistema
110 2
2I-A)vi=o0 < =1—-112|vi=0 — v = |2
0 00 0
Gli autovettori generalizzati v, e v3 si ricavano nel modo seguente:
(A —2I)vy =y 0 0
— vo=|—2|, vy =10
(A —2I)vs = vy 0 1
Utilizzando la matrice di trasformazione
2 0 0
T:[Vl vy vz | =12 —2 0
0 0 1
la matrice A viene diagonalizzata nel modo seguente
210
A=T'AT =021
00 2
L'evoluzione libera X(t) nello spazio trasformato &
- 1t L]z T + Tot + TsY
X(t)=etx=e|01 ¢t ||Zo|=€"| Zo+Zst
001 I3 T3
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Se Z3 # 0 si ha che:

— 9 — 9 _
T13 + Tos + T3
t2 ¢ ¢ t2 1
- 2t =2 =2 ~ 2t =
X(t) = 5€ To7z + T35 ~ et 0
t—00
_ 9 0
L332 ] -——
Vi

¢ 2

x(t) = Tx(t) — x(t) ~ —e’z3|2
t—00 2

0

Vi

Nel caso di sistema tempo-discreto:

x(k+1) = Ax(k)
si possono fare considerazioni analoghe. L’evoluzione libera e

21€ k2k—1 M2k—2 71
2

0 2F k2k1 Ty

0 0 ok T3

Analogamente al caso precedente, se T3 # 0, per kK — oo si ha che:

1 2
—1 k(k—1

f(k) ~ MQIC_Q.T:), 0] = QZ/%_?:Z’;), 2

0 2 0

k—o0 2

Vi Vi
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