3.5. ANALISI ARMONICA - Diagrammi polari 3.0-1

Diagrammi di Nyquist o polari

e Esempio di diagramma polare senza poli nell’origine:

100 (1 + jwsl—o)

Im G(jw) Gl = (1 + jw—l%)z (1 + jw%) (1 + J'WT%)

3040 [gg

10
scala

e Esempio di diagramma polare con un polo nell’origine:
Im G(jw)

30 0., Re G(jw)

1
scala 0 0

e
500 (1+ jugy)

juw (1+Jwﬁ + Jwag JWT0

e | diagrammi di Nyquist mostrano, sul piano complesso di Gauss, come
varia il numero complesso G(jw) al variare della pulsazione w;
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e | diagrammi di Nyquist sono graduati in funzione della pulsazione w;

e | diagrammi polari sono di grande importanza per lo studio della stabilita
dei sistemi in retroazione (criterio di Nyquist);

e Nota la funzione di trasferimento G(s), il diagramma polare si puo trac-
ciare per punti, separando le parti reale e immaginaria di G(jw) e deter-
minandone i valori corrispondenti a vari valori di w.

e Se una funzione di trasferimento (G(s) €& data in forma fattorizzata, la
corrispondente funzione di risposta armonica e

(Jw —21) (Jw — 29) ... (Jw — 2z)

(jw = p1) (Jw —p2) .. (jw — pn)

G(jw) = K1

e Interpretazione grafica della funzione di risposta armonica (un esempio):

w i

: . (jw—21)
G(]W) = I (jw—p1) (Jw—p2) (jw—p3)
_ 1MMWGJ(¢1—¢2—<P3—¢4)
2 M3 My

| moduli M, M,, Ms, M, e le fa-
si (01, o, 3 € w4 sono facilmente
determinabili per via grafica.

Y4

D3

e In molti casi, per lo studio della stabilita di un sistema retroazionato e
sufficiente la conoscenza dell'andamento qualitativo del suo diagramma
di Nyquist.
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Regole per il tracciamento dei diagrammi polari

e Si faccia riferimento ad una funzione G(s) in forma polinomiale:

S™ 4 by 18" 4+ 4+ b s+ by
Lsh (s" " +a, 18"+ +aps+ap)

G(s) =K

oppure in forma fattorizzata a costanti di tempo:

(1+7{s) (1+73s) ... (1+25;wi,1+w5—,221>

G(s) =K

s (14ms) (14ms) .. (1420155455 ..

nl

e | Comportamento per w — 0+.| Si distinguono due casi:

1) Se |h = 0}, il diagramma parte da un punto dell’asse reale:

b
lim G(jw) = K —, lim G(jw) =K

w—0+ ao w—0+

Per piccoli valori di w, si possono trascurare le potenze superiori di w:

. by + b1 jw . by  aq
Gliw) ~ K Aare G(iw) ~ (_ _ _)
(jw) ——— — arg G(jw) b o) ¢

A,

Con AargG(jw) si & indicata la variazione dell’argomento di G(jw)
rispetto al valore che essa assume per w=0.

e Nel caso della forma fattorizzata a costanti di tempo si ha:

0 J
Aarg G(jw) ~ (7'1'+...+2—,1+...—7'1—...—2—1—...) w
\ wnl wnl J/

A,

e |l diagramma polare lascia |'asse reale ruotando in senso orario o antiorario
a seconda che il coefficiente A, sia negativo o positivo.
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2) Se |h>0), il diagramma parte da un punto all’ infinito:

: : : : ™
lim [G(jw)| =00, u}g& arg G(jw) = —h§ — Yo

w—0+

con po=0 0 o= a seconda che il valore di Kjby/ay (o quello di K)
sia positivo o negativo.

Nel caso [h=1]i diagrammi polari presentano un asintoto verticale la cui

ascissa 0, si determina calcolando il valore della parte reale di G(jw) per
w— 0+

Nel caso in cui la G(s) sia data in forma fattorizzata si ha che:

¥ )
aa:K<T{+...+2—,1+...—7'1—...—2—1—...>:KAT
W1 Wn1

Quando & h>1, il diagramma polare inizia in un punto all'infinito, ma nel
diagramma non & presente nessun asintoto.

Comportamento per w — ool Se e [m=n], il diagramma termina in
un punto dell’asse reale:

I, 1 1

7_17_2‘”—(,0,2 w—,2
lim G(jw) =K, =K el
wnl wn2

Se & [m <n], il diagramma termina nell’origine tangente ad uno degli assi

coordinati:

lim |G(jw)| =0, lim argG(jw) = (m—n) g + (sign K1—1)

wW—00 wW—00

ro |

Rotaziont intorno all’origine per w variabile da 0 a oc.| La variazio-

ne “al finito” Aarg G(jw) dell'argomento di G(jw) per w variabile da

zero all’infinito e

: T ™
Aarg G(]W) = (m_n) 9 (M_V) 9 (nz_np) n
dove 1 e v sono i numeri degli zeri e dei poli immaginari, con n, ed n,

quelli degli zeri e dei poli a parte reale positiva.
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Diagrammi di Nyquist: graficazione qualitativa

e Diagramma di Nyquist: diagramma polare della funzione di risposta armo-
nica G(jw):

IM(G(jw)) A
Ritardo

Re(G(jw))
arg(G(w))
G(jw)l

e | diagrammi di Nyquist si possono ricavare dai diagrammi di Bode oppure
si puo adottare un procedimento per la graficazione qualitativa e diretta:

. Punto di partenza del diagramma.
. Anticipo o ritardo rispetto alla fase iniziale .

. Determinazione dell’asintoto verticale per i sistemi di tipo 1.

. Graficazione qualitativa.

1
2
3
4. Punto di arrivo.
5
6. Punti di intersezione con |'asse reale.
7

. “Chiusura” del diagramma.

e NOTA: Le costanti di tempo di poli o zeri semplici o complessi e coniugati
sono definite nel seguente modo:

(1+7s) Costante di tempo T
20s  §° _ 20
1+ —+ — | Costante di tempo 7= —
wp o w? W
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Graficazione dei diagrammi di Nyquist

e Esempio:
T
Gls) = 10(s +3) _3 (1+3)
s(s +0.2)(s% + 155 + 100) 23(1 ©59) (1 N 3s N s_2>
20 100

1. Punto di partenza (w — 07). Detta K la costante moltiplicativa di G(s)
nella forma a costanti di tempo, per un sistema di tipo A il punto iniziale

del diagramma & dato da (esempio K = 3/2, h = 1, |G(s)| = o0,
po = —1/2):
| K] per h =0
COTE F
Yo = —hz K >0
arg G(S)w—>0+ - 2

woz—w—hg K <0

2. Anticipo o ritardo rispetto alla fase iniziale ¢y. E sufficiente calcolare il
segno della seguente costante:

Ay, >0 Anticipo (senso antiorario)
A, = [ — - ¢ . .
ZTZ ZT] ~ { Ay <0 Ritardo (senso orario)

dove 7/ e 7, rappresentano, rispettivamente, le costanti di tempo degli zeri

1 3
e dei poli della funzione G(s). Nell'esempio A, = i 5— 20 < 0.

3. Determinazione dell’asintoto verticale per i sistemi di tipo 1. L’ascissa o,
dell’asintoto veriticale e:

3 (1 3
O'a:K(ZTZI—ZT]):KAQZ§<§—5—%> = —7.23

| 'ascissa o, deve essere coerente con i risultati dei punti 1 e 2.
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4. Punto di arrivo (w — o0). Detta K, la costante moltiplicativa di G/(s)
nella forma a poli e zeri, per un sistema di grado relativo 7 il punto di

G(s)] =0,

arrivo del diagramma & dato da (esempio K, = 10, r = 3,
Poo = —3T/2):

K per r =0
|G(3)|w—>oo - { |0 p| per r > 1
Poo = il K,>0
arg G(S)y—oo = 2 .
Poo = —T — T3 K,<0

5. Graficazione qualitativa. Si collega il punto iniziale del diagramma di Ny-
quist (w — 07) con il punto finale (w — 00) facendo attenzione a muover-
si nel piano complesso in modo congruente ai poli e agli zeri stabili /instabili
di GG(s) che si incontrano progressivamente al crescere di w.

6. Punti di intersezione con |'asse reale. Si calcolano i valori di w per i quali

Im(G(jw)) = 0. Questo procedimento puo essere molto lungo quindi &
preferibile usare il CRITERIO DI ROUTH.
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7. “Chiusura” del diagramma. Si definisce diagramma polare completo la
curva “chiusa” che il punto GG(jw) descrive sul piano complesso al variare
di w da —o0 a +00. |l diagramma di Nyquist descritto ai punti precedenti
fa riferimento al caso w > 0. La parte del diagramma di Nyquist relativa ad
w < 0 si ottiene dalla precedente semplicemente ribaltando il diagramma
rispetto all’asse reale. Nel caso in cui la funzione G(s) abbia dei poli
nell’origine, il diagramma cosi ottenuto & ancora “aperto”. Per chiuderlo
correttamente occorre seguire la seguente regola: il diagramma di Nyquist
va chiuso all'infinito partendo da G(;j07), arrivando a G(j0") e inserendo
tante semi-circonferenze percorse in senso orario quanti sono (h) i poli
nell’origine della funzione G/(s).

e Nell'esempio in esame si ha:

o
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o
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Funzioni approssimanti

e Sia nei diagrammi di Bode, sia in quelli di Nyquist il comportamento di
una generica G(s) per s — 0" e per s — 00 si pu0 studiare considerando
rispettivamente le funzioni approssimanti G(s) e G ($).

e (Gy(s) e la funzione approssimante di G(s) per s — 0. Si ottiene trascu-
rando tutti i termini in s ad esclusione dei poli nell’origine, QUALUNQUE
sia la forma di G(s):

10( 4 + 3) 30

GO(S):S(/HO-?)(/@HS 44+100)  20s  2s

e G.(s) € la funzione approssimante di G(s) per s — o0o. Si ottiene
considerando solo le potenze di s dominanti all'interno di ogni fattore,
QUALUNQUE sia la forma di G(s):

10(s+ B) 10s 10

Gools) = s(s+ P2)(s2+ A5s+ A00) sss s

Goo(s) = 5 (/H%) 3 (§) 10

S 32 B 32 _E
2 o(1 +55) (”%*ﬁ) 2 5(59) (ﬁ>

e Le funzioni approssimanti G(s) e G (s) si possono usare al posto delle

formule introdotte in precedenza per determinare velocemente i punti di
partenza e di arrivo sia dei diagrammi di Nyquist sia di quelli di Bode
perche sono caratterizzate solo da costanti moltiplicative e da eventuali
poli nell’origine. Esempio:

3 G(J =
Go(s) = Vi { Lo(iwz|g—>o+ o0
2
10 G(jw =0
Gucls) = — = { 10 Gl
oo 2
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