Sistemi a segnali campionati

Si consideri il seguente sistema lineare tempo continuo:

[ %(t) = Ax(t)+Bu(t) U(s) Y(s)
G(s) : {y(t) _ ox() — G(s) —

Se si inserisce un ricostruttore di ordine zero Hy(s) e un campionatore ideale
di periodo T, rispettivamente a monte e a valle del sistema continuo G(s),
si ottiene il seguente sistema tempo discreto:

Essendo all'uscita del ricostruttore Hy(s), il segnale u(t) & continuo a tratti:

u(t) = u(kT) per KT <t < (k+1)T

0 kT 0 t

|l segnale y(¢) campionato con periodo T" genera il segnale discreto y (k7).
Il comportamento ingresso- uscita del sistema complessivo € quello di un
sistema tempo discreto:

(x((k+1DT) = Fx(kT) + GukT) U(2) Y(2)
O A bt &)
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Esiste un preciso legame tra le matrici (A, B, C) e le matrici (F, G, H).
Tale legame si determina risolvendo la seguente equazione differenziale

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

nell'intervallo di tempo [kT, (k + 1)T]. Lo stato x(¢) che si raggiunge a
partire dallo stato iniziale x(kT') all'istante t = kT &:

_ t _
x(t) = AU x(KT) + /kT eAlYBu(y) dy
Essendo I'ingresso costante u(t) = u(kT), lo stato x((k + 1)T") che si
raggiunge all'istante t = (k + 1)T & quindi il seguente:
x((k+1)T) = e* x(kT) + T A(k+1)T-)g dvy u(kT)

—— JET
F G
= Fx(kT) + Gu(kT)

Operando il seguente cambiamento di variabile:
o=(k+1)T -~ — do = —d~y
la matrice G puo essere trasformata come segue:

G = /1? eA B (—do) = /OT e* B do

L'uscita y(kT') si ottiene da y(¢) campionando all'istante ¢t = kT
Y(kT) = y(O)li=kr = Cx(t)|i=r = C x(kT)
H

Il legame tra le matrici (A, B, C) e le matrici (F, G, H) & quindi il
seguente:

F—eAT G=[ ¢*Bdo, H=C

|l sistema (G(2) che si ottiene da Gi(s) nel modo precedentemente descritto
prende il nome di sistema a segnali campionati
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Poiche le matrici F' e GG dipendono da 7', € bene studiare come variano le
proprieta strutturali di raggiungibilita e osservabilita del sistema a segnali
campionati al variare del periodo di campionamento 7.

AT sempre invertibile, per un sistema a segna-

Essendo la matrice F = ¢
li campionati la controllabilita e la ricostruibilita sono sempre equivalenti,

rispettivamente, alla raggiungibilita e all'osservabilita.

Per sistemi ad un solo ingresso vale la seguente proprieta.

Teorema. Sia dato un sistema (A, b) raggiungibile e sia T il perio-
do di campionamento. |l corrispondente sistema a segnali campionati e

raggiungibile se e solo se, per ogni coppia A\;, \; di autovalori distinti di A

aventi la stessa parte reale si ha:

ok
Im(\; — A;) # Tﬂ k=41, £2. 43, ...

Per sistemi ad una sola uscita vale la seguente proprieta.

Teorema. Sia dato un sistema (A, c) osservabile e sia T il periodo di cam-
pionamento. Il corrispondente sistema a segnali campionati € osservabile se e solo se,
per ogni coppia \;, \; di autovalori distinti di A aventi la stessa parte reale

si ha: ok
Im(\; — \;) # Tﬂ k=41, +2. 43, ...

Nota. In base ai precedenti teoremi si puo affermare che se la matrice A
ha tutti gli autovalori reali, il sistema a segnali campionati conserva sempre,
per ogni T' > 0, le stesse caratteristiche strutturali del sistema di partenza

(A, b, c).
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Esempio. Dato il seguente sistema tempo continuo:

ﬂ”_{ié

y(t) = |0 1|x(t)

si calcoli il corrispondente sistema a segnali campionati. Sia:

A:Liék B:H] C=|01]

0

x(t) + |

u(t)

La matrice F:

cosT sinT
F = eAT _

—sinT cosT

La matrice G:

G = /OTeAUBda—< A"da)

T 0

_/0 1] coso sino
0 1 —cosT

HE

T

CoOso SIino SINC — COSO

!

—SINo CoSO

sinT’ 1 —cosT
cosT — 1 sinT’

0

La matrice H coincide con la matrice C.

Il corrispondente sistema a segnali campionati &€ quindi il seguente:

1 —cosT

cosT sinT
X(k) + { sin T’

x(k+1) = —sinT' cosT
y(k) = [0 1]x(t)

dove per brevita si e posto

x(k) =x(kT), yk)=ykT), u(k)=u(kT)

Gli autovalori della matrice A sono A\; = j, Ay = —7.
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La matrice di raggungibilita del sistema a segnali campionati &

(1 — T T in?7T — 2T
R+:[G FG]: COS COS 1 —+ sin COS }

sin T’ —sinT + 2sinT cosT

[ 1 —cosT cosT + cos 2T
sinl’ —sinT +sin27T

Per T' = 7 il sistema non & completamente raggiungibile, infatti
2 0]

Rifr = {0 0

Il determinante della matrice R é&:
IR"| = —2sinT(1 — cosT)

In accordo con il Teorema sulla raggiungibilita, il sistema a segnali campionati
e raggiungibile solo se:

2k 2k
T = =k
7& Im()\1 — )\2) 2 d

Analoghe considerazioni valgono per la matrice di osservabilita:

0 1
—sinT cosT

0|

Anche in questo caso, il sistema a segnali campionati & osservabile solo se
T # k.

Il polinomio caratteristico della matrice F e:
|21 — F| = (z —cosT)* +sin* T

Gli autovalori della matrice F sono quindi i seguenti:

Z1g =cosT £ jsinT = eIT
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La funzione di trasferimento G(s) del sistema continuo é:

s —117"
1 s

G(s) = C(sT— A) 'B=10 1] {

O s
1| s2+41
La funzione di trasferimento GG(z) del corrispondente sistema a segnali cam-
pionati é:

G(z) = H(zI-F)'G

z—cosT —sinT

o] _1[1—COST

sin T’

sinT" z—cosT
- (z—cosT1)2+sin2T[_SinT z—cosT]{
sinT' cosT —sinT + zsinT —sinT cos T
22 —2cosTz+1
sinT(z —1)
22 —2cosTz+1

1 —cosT
sinT’

Allo stesso risultato si sarebbe potuto giungere discretizzando la funzione
(G(s) preceduta dal ricostruttore di ordine zero:

G(z) = Z[Ho(s)G(s)]

1—e T 1
— Z —(1-2zHZ
[ s  s241 (1=27) [(32+1)]
zsin'T
— (1= 271
( ¢ )22—2008Tz+1
sinT(z —1)

22 —2cosTz+1
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Esempio. Si consideri il seguente sistema puramente inerziale di massa
unitaria (m = 1) sottoposto ad una forza esterna u(t):

u(?)

mi = u(t)

l x

Calcolare una retroazione statica dello stato di natura discreta, u(k) =
Kx(k), che posizioni nell’origine tutti i poli del sistema retroazionato.

Sia x il vettore di stato:

Z1

T =1, To =2
)

La descrizione del sistema nello spazio degli stati e la seguente:

01 u(®)

x(t) = [O .
y(t) = [1 0]|x(t)

Le matrici F e G del corrispondente sistema a segnali campionati sono:

0

x(t) + |

1 T
F:AT:
‘ 01}
(S
2
T s |l o]]0 _T|o e
G=| ¢*Bdo= 01 1da_/0 || do= %]

Il sistema a segnali campionati ha quindi la seguente forma:

T2
2
T

1T
01

y(k) = [1 0]x(t)
Ar(z)=(z =172 =2"—22+1

x(k+1) = x(k) + u(k)
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: T : ) :
Sia K = [kl /<:2] la matrice di retroazione dello stato. Posto u(k) =
Kx(k), si ottiene la seguente matrice di sistema

L+ kL T+ kL

F+ GK =
* [ k’lT 1 + kQT

Il polinomio caratteristico di tale matrice ¢ il seguente:
Mgk = (z—1— kL) (z—1—kT) = kT(T + kL)
— 22—+ kT + kD)2 + (14 kT — kL)
Imponendo \p.gk = 2z° si ottiene:

2+ kT + kL =0 {3+2@T0 {kQ—g
o o

1—|—]€2T—]€1T72:0 1+k1T2:O ]{71:—%2
cioe
_ 1 3
K=|-7 —5]
Allo stesso risultato si poteva giungere anche procedendo nel seguente modo:
_ (172 3277 -1
K=|1-2 7 3l 21
- A 1 0
2 277!
= |1 —2|] 2 2
-T T
_ T _I°
= |1 =2 % T22
_ 1 3
- [ 4]
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Essendo un controllore dead-beat, la retroazione u(k) = Kx(t) & in grado
di portare a zero (esattamente!) lo stato generico del sistema z(0) in due
soli passi e con un periodo si campionamento 7' comunque piccolo.

E evidente che I'azione di controllo u(k) negli istanti k = 0 e k = 1 sara
tanto piu elevata quanto piu piccolo e il periodo di campionamento T'. Si
ha infatti che

Si noti che la capacita di poter portare a zero lo stato del sistema in un
intervallo di tempo 27" non puo essere ottenuto nel caso di sistemi tempo
continuo. In questo caso, infatti, si tende a zero sempre in modo “esponen-
ziale”, cioe si giunge “esattamente” in zero solo per t — .

Se lo stato x9 = & non & misurabile, si puo procedere alla sintesi di un osser-
vatore dead-beat di ordine ridotto. La trasformazione di coordinate x = Tx
porta il sistema ad assumere la forma

T—[OII—T‘l . X(k+1) = H?
y(k) = |0 1]x(k)

Dalla relazione A;;+ LAy =1—LT =0siricava L = —
dead beat di ordine ridotto assume quindi la forma:

(k) — Ly(k) ]
y(k)

x(k) +

10|

. L'osservatore

N|=

(k)

A = Y
o=t o)+ 40

dove

o(k +1) = (A1 + LAy)y(k) + (By + LBy)u(k) = —y(k) + Tu(k)
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La funzione di trasferimento G(s) del sistema tempo continuo &

G(s) =

g2

La funzione di trasferimento G(z) del corrispondente sistema discreto &

z—1 =T 2
G(x) = [10]|7 z—l] %]
T2
- ple- ][
_T2 z+1
2 (z 17

Anche in questo caso si puo facilmente dimostrare che

G(z) = Z[Ho(s)G(s)]

e
T z2(z+1)
==y
T? (2 +1)
2 (z—1)2
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Elementi di Teoria della realizzazione

e La teoria della realizzazione si occupa della costruzione di modelli nello
spazio degli stati a partire da specifiche del tipo ingresso-uscita.

e Partendo dalla descrizione di un sistema S = (A, B, C, D) nello spazio
degli stati:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) A € R
B € R™™
y(t) = Cx(t)+ Du(?) C € RPxn

e sempre possibile ricavare la corrispondente matrice di trasferimento
G(s) (p x m) che descrive il sistema mediante un legame del tipo
ingresso-uscita:

G(s)=C(sI — A)"'B+D,

e Tutti gli elementi G, ;(s) della matrice di trasferimento G(s) sono sem-
pre funzioni “proprie” (o “strettamente proprie” quando D = 0).

e Chiaramente, “una matrice G(s) impropria non & fisicamente realizza-
bile” nel senso che per essa non esiste nessuna realizzazione nello spazio
degli stati.

e La domanda che ci si pone & la seguente: data una generica matrice
G(s) propria o strettamente propria, esiste per essa una realizzazione
nello spazio degli stati?

e In primo luogo, la realizzazione di una matrice G(s) “propria” pud sem-
pre essere ricondotta alla realizzazione di una matrice “strettamente”
propria. Infatti, & sempre possibile esprimere G(s) nel modo seguente:

G(s) = Gg(s) + lim G(s)
D
dove G,,(s) &€ una matrice strettamente propria e D & la matrice co-

stante che descrive il legame “diretto” ingresso-uscita del sistema.
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e || problema e quindi ricondotto alla realizzabilita o meno di una generica
funzione G, (s) “strettamente propria”. Vale la seguente proprieta.

e Proprieta. Data una matrice razionale strettamente propria G(s), esiste
sempre un sistema dinamico lineare S = (A, B, C) che la realizza.

e Questa proprieta viene dimostrata in modo costruttivo partendo dal caso

SISO (m =p=1):

G( ) bn_lsn_l + ...+ b18 + bo
S) =
S+ a,_18" 4. ..+ a5+ ag

e Una realizzazione “raggiungibile” (A,, B,, C,) di G(s) & la seguente:

o 1 0 ... 0 [0 ]
o 0 1 ... 0 0
0| u(t)

Xt) =10 0 0 ... 0 |x(@t)+

e La realizzazione € completamente raggiungibile perche & in forma “ca-
nonica di raggiungibilita”.

Teoria dei Sistemi 19



e Una realizzazione “osservabile” (A,, B,, C,) di G(s) & la seguente:

( i 00O0...0 — Qo ] i b()
100 ...0 —aq bl
X(t) = (010 ...0 —ay | X@E)+| by | u(?)

000 ... 1 —an1 | by |

yt) = (000 ...0 1 |=x(

e Uno schema a blocchi che rappresenta il sistema ¢ il seguente:

bo

e La realizzazione € osservabile perche il sistema € in forma “canonica di
osservabilita”.

e E immediato verificare che le due realizzazioni ammettono la stessa
descrizione ingresso-uscita:

G(s)=C,(sI - A,)"'B, =C,(sI - A)'B,

e In generale, le due realizzazioni mostrate non sono algebricamente equi-
valenti. Ciog, in generale, non esiste una trasformazione T che permet-
ta di trasformare il sistema (A,, B,, C,) nel sistema (A,, B,, C,), o
viceversa.
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Esempio. Realizzare la seguente funzione di trasferimento:

Gls) = s*+3s+2  (s+1)(s+2)
- 34452 +3  s(s+1)(s+3)

e Realizzazione “raggiungibile”:

(0 1 0 0
x(t) = |0 0 1 |x(t)+ |0 |u(?)
< 0 -3 —4 1
i = [2 5 1]x0
Questa realizzazione non &€ completamente osservabile:
C 2 3 1
O =|CA|=|0 -1 —1

CA? 0 3 3

e Realizzazione “osservabile” :

r

(00 0 | 2
x(t) = |1 0 =3 |x(t)+|3]|ut)
‘ 01 —4 1
Ly() = |0 0 1|x(t)
Questa realizzazione non &€ completamente raggiungibile:
2 0 0
R*=|B AB A’B|=3 -1 3
1 —1 3

e Chiaramente queste due realizzazioni non possono essere algebricamente
equivalenti in quanto non hanno le stesse proprieta strutturali.

e Se nella G(s) si elimina il fattore comune (s + 1) si ottiene un sistema
“equivalente” di ordine ridotto:
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e Nel caso “Multi-Input Multi-Output” (MIMO), la matrice di trasferi-
mento G(s) € composta da funzioni G| ;(s) strettamente proprie:

e

e Sia d(s) il minimo comune multiplo tra tutti i polinomi d; ;(s):

~1
ij:s”—i—an_lsn +...+a1s+ag

d(s) = mem [d; ;(s)]

e La matrice G(s) puo essere riscritta nel modo seguente:

Gls) = g5 b, = g [Bo Bus+ ..+ Buas™ |

dove B; sono matrici costanti di dimensione (p x m).

e Una realizzazione “raggiungibile” (A,, B,, C,) di G(s) & la seguente:

' 0, I, Op ... 0, ] 0, |
Om Om I, ... Om Om
x(t) = Om Om Op ... Op x(t) + | O | u(t)
< : : : :
I —a()Im —a1[m —CLg[m .. —an_lfm | I Im |
{ y(t) = BO B1 B2 ce Bn—l ] X(t)

e Una realizzazione “osservabile” (A,, B,, C,) di G(s) & la seguente:
0, 0, 0, ... 0, —agl, By |
Ip Op Op Op —a1[p Bl

f(t) = Op Ip Op Op —aglp K(t)—F By U(t)

0, 0, 0, ... I, —a, 1, | B,_1 |

L y(t) = :o,, 0, 0, ... 0, I, ]X(t)
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e Esempio. Una realizzazione raggiungibile della matrice

1 S _|_2 r \

1 s+1 1 2 1
G(s) = ST = = ! + S

1 s?+3s+2 s2+3s+2 (|1 1
s+2 " "0 { By By

e(m=1p=2)
. [0 1 0
2 1

e Una realizzazione osservabile della stessa matrice G(s) & la seguente:

(0 0|—2 0] (2]
. 0 0|0 —2 1
%(t) = | =gt | X0+ || u®
< 0 1|0 -3 1]
(0 0|1 O

e Nota. La dimensione dello spazio degli stati e

n X m nel caso di realizzazione raggiungibile
n X p nel caso di realizzazione osservabile

Per minimizzare la dimensione dello spazio degli stati € quindi opportuno
utilizzare la realizzazione raggiungibile se m < p e quella osservabile nel
caso opposto.
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e Esempio. Sia data la seguente matrice di trasferimento:

1 s+1 2
Gls) = [g 52 3—|—1]
1 )
= — 245 s24+25+1 232]
s*(s+1)"
1

A\

112]s+[120]s+[010]

2(s+1
’ (S ) \ By By By

In questo caso la realizzazione pil conveniente e quella osservabile:

' (0 0 0 010
x(t) = |1 0 0 |x(®)+]|120|u@®
) 0 1 -1 112
Ly(®) = [0 0 1 |x()

Teoria dei Sistemi 17



Realizzazionl minime

e Definizione. Una realizzazione S = (A, B, C) di G(s) & detta minima
se per ogni altra realizzazione &' = (A’, B/, C’) di G(s) vale la rela-
zione

dimS < dimS’

Le propieta fondamentali delle realizzazioni minime sono espresse dai
seguenti teoremi.

e Teorema. Una realizzazione S = (A, B, C) di G(s) é minima se e solo
se essa € raggiungibile e osservabile.

e Teorema. Siano S§1 = (A4, By, Cy) ed S = (As, By, Cy) due realiz-
zazioni minime di G(s) di dimensioni ny ed ns, allora si ha che ny = no,
Cioé, tutte le ralizzazioni minime hanno tutte le stesse dimensioni.

e Teorema. Siano & = (A4, By, Cq) ed S; = (Ay, By, Cs) due rea-
lizzazioni minime di G(s) di dimensione n, allora esiste una matrice T
non singolare (x; = Txy) tale che:

A, =T AT, B, =T 'B, C,=C,T

cioé le realizzazioni minime di una stessa G(s) sono tutte algebricamente
equivalenti tra di loro.

e Siano R4, Ry, Oy ed Oy, le matrici di raggiungibilita e di osservabilita
delle due realizzazioni minime &7 e 8. Ricordando che Oy = O4T e
R, = T 'R;, la matrice di trasformazione T che permette di passare
da una realizzazione minima all’altra ha la struttura

T = R\RI(R,RI)™! oppure T = (070,)7'07 0,

nei due casi, rispettivamente, di sistema raggiungibile oppure osservabile.

Teoria dei Sistemi 18



Connessione di sistemi

e Le proprieta dei sistemi interconnessi dipendono da quelle dei sottosiste-
mi che li compongono e dalla natura delle connessioni

e In questa sezione verranno analizzati soltanto i sistemi costituiti dal
collegamento di due sottosistemi SISO, nelle tre possibili connessioni:
in parallelo, in serie e in retroazione.

e Collegamento in parallelo. Il sistema S costituito dal parallelo
dei due sottosistemi S; = (A1, By, C1) e So = (Ay, By, Cs) ha la
seguente struttura:

S

S

e Indicando con x; e X, gli spazi di stato di S1e Sy, € naturale assumere
X = X1 P X9 come spazio degli stati del sistema S. Le equazioni del
sistema sono:

x(t) = [1’51 22 X(t)+{g;

y(t) = | C1 Cy|x(t)

u(t)

e Jeorema. Il sistema parallelo S é raggiungibile se e solo se i sottosistemi
S e Sy sono raggiungibili e le matrici A1 e Ay non hanno autovalori in
comune.

e Jeorema. Il sistema parallelo S é osservabile se e solo se i sottosistemi
S; e S, sono osservabili e le matrici A; e A, non hanno autovalori in
comune.
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e Collegamento in serie. Il sistema S costituito dalla serie dei due
sottosistemi S; = (A1, By, C1) e S; = (Ay, By, Cy) ha la seguente
struttura:

S Sy

e Indicando con x = Xx; @ Xy lo spazio degli stati del sistema S, si
ottengono le seguenti equazioni:

A1 O
{BlCl A2
y(t) = | 0 Cy |x(t)

B,

o)

x(0) + |

Limitandosi al caso di sistemi con un solo ingresso e una sola uscita,
valgono i seguenti teoremi.

e Teorema. Il sistema S = (A, B, C) ottenuto collegando il sistema S,
in serie al sistema S, é raggiungibile se e solo se:

— | sistemi &1 e Sy sono raggiungibili;
— i polinomi Ciadj(zI — A1)B; e det(zI — As) non hanno zeri in

comune.

o Teorema. Il sistema S = (A, B, C) ottenuto collegando il sistema S,
in serie al sistema Sy é osservabile se e solo se:
— | sistemi 81 e Sy sono osservabili:

— i polinomi det(zI — A1) e Cyadj(zI — A3)By non hanno zeri in
comune.
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e Esempio. Fornire una realizzazione del seguente sistema:

s+ 2

1

s2+4s+3

S+ 2

Facendo riferimento alle realizzazioni canoniche di raggiungibilita per i

due sottosistemi, per il sistema S si ottiene

0 10 0
x(t) = | =3 =4 0 |x(t)+|1]|u(t)
< 2 1|2 0
yt) = | 0 0 1]x(t)
e | singoli sottosistemi sono raggiungibili e osservabili. |l sistema comples-

sivo non € raggiungibile in quanto vi e una cancellazione tra il numeratore
di S; e il denominatore di Sy, Infatti, la matrice di raggiungibilita del

sistema S é singolare:

0 1 —4
Rt=|1 -4 13|, detRT =0
0 1 -4
e || sistema S € invece osservabile:
0 0 1
O"=]2 1 =2/, det O~ = —1
—7 —4 4

e Si puo facilmente verificare che il sistema “inverso”

1

s+ 2

s+ 2

s2+4s+3

e raggiungibile, ma non osservabile.
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e Collegamento in retroazione. Sia S il sistema retroazionato com-

posto dal sottosistema S; = (Aq, By, Cy) sul ramo diretto e dal sot-
tosistema Sy = (Ay, By, Cy) sul ramo di retroazione:

U (5] Yy

X S1

S

Y2 U

e Sia X = X; P Xy lo spazio degli stati del sistema S. Le equazioni del
sistema sono:

x(t) = {B?(lh Bi? <t)+ﬁ1 u(t)
y(t) = | C1 0 |x(t)

e Jeorema. Il sistema retroazionato S é raggiungibile se e solo se:

— | sottosistemi &1 e Sy sono raggiungibili
— i polinomi Cqiadj(zI — A;)B; e det(zI — As) non hanno zeri in
comune.

o [eorema. Il sistema retroazionato S é osservabile se e solo se:

— | sottosistemi S; e Sy sono osservabili

— i polinomi Ciadj(zI — A1)By e det(zI — As) non hanno zeri in
comune.
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e Esempio. Fornire una realizzazione del seguente sistema retroazionato:

U . s+ 2 Yy
s2+4s+3

1
s+ 2

Facendo riferimento alle realizzazioni canoniche di raggiungibilita per i
sottosistemi S ed 8o, il sistema retroazionato S assume la forma

0 1] 0 0
x(t) = | =3 =4 1|x(t)+|1]u(?)
< 2 1|2 0
yt) = |2 1]0]|x()
e | singoli sottosistemi sono raggiungibili e osservabili. Il sistema comples-

sivo non e ne raggiungibile, ne osservabile in quanto vi & una cancella-
zione tra il numeratore di &7 e il denominatore di Ss. Infatti, le matrici
di raggiungibilita e osservabilita del sistema S sono singolari:

0 1 —4
Rt=|1 -4 14 |, detRT =0
0 1 —4
2 1 0
O =|-3 -2 1 [, det O~ =0
8 6 —4
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e Se si scambia di posizione dei sistemi &7 ed Sy si ottiene il seguente
sistema S

U 1 Y
s+ 2

s+ 2
s2 445+ 3

a cui corrisponde la seguente realizzazione:

2| 2 1 1
xt) = | 1] 0 1|x(@®)+|0|u®

| 0|3 —4 0
yt) = [ 1[0 o]x()

e In questo caso il sistema complessivo € completamente controllabile e
completamente osservabile, cioe il sistema € in forma minima.

e Matrice di raggiungibilita:

1 =2 6
Rt=|0 1 =2/, det RT = —3
0 0 -3
e Matrice di Osservabilita:
1 0 O
O =|-2 2 1|, det O~ = —1
6 —7 —4
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