Capitolo 1. TEORIA DEI SISTEMI 0.1

Scomposizione canonica di Kalman

Si consideri il sistema S = (A, B, C). Sia X" il sottospazio raggiungibile
ed £ il sottospazio non osservabile.

e Sia By una matrice di base del sottospazio XY™ N E;
e Siano B, e B, due insiemi di vettori linearmente indipendenti tali che:

— BB1 U By sia una base per lo spazio X'

— By U By sia una base per lo spazio £~.

e Sia B3 un insieme di vettori linearmente indipendenti in modo tale che le
colonne della seguente matrice T

T = [817 827 837 84]
costituiscano una base per lo spazio degli stati X.

Il sistema trasformato che si ottiene utilizzando T come matrice di trasforma-
zione, X = TX , e caratterizzato dalle seguenti matrici:

-Kl,l 0 KLg 0
Ayy Avy Ags Ayy
0 0 Az 0
0 0 Az Ay

—_
1

A=T'1AT = B=T"1'B=

co @M

C=CT=[C, 0 C; 0]
Tale struttura si ottiene considerando che:
e il sottospazio X" = span{B;, By} & A-invariante.
e il sottospazio £~ = span{Bsy, By} &€ A-invariante.
e ImB C A
e kerC D E™
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Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA 5.2

Struttura della scomposizione canonica

e La scomposizione canonica consente di evidenziare i sottosistemi:

S1 = (A1, By, Cy) : raggiungibile e osservabile

Sy = (Ass, By, 0)  : raggiungibile e non osservabile

?

S3=(A33, 0, C3) : non raggiungibile e osservabile

9

Sy = (Ayy, 0, 0) . non raggiungibile e non osservabile

Y

e La matrice di trasferimento H(z) & funzione della sola parte completamen-
te raggiungibile e completamente osservabile del sistema dato, cioe dipen-
de solo dalle matrici del sottosistema &7 della scomposizione canonica di
Kalman. Infatti, si ha che:

H(Z) = é(ZI — K)—lE = él(ZI — Klyl)_lgl
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Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA 5.3
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Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA 5.4

Esempio. Dato il seguente sistema lineare discreto:

(—12 0 0
x(k+1) =10 1 0 |x(k)+|1]|u(k)
0 2 —1 1
yk) = [ 1 1 —1|x(k)

si operi la scomposizione canonica di Kalman mettendo in evidenza le dimen-
sioni e gli autovalori dei 4 sottosistemi &1, So, S3 e Sy.

(Sol.) Per operare la scomposizione canonica di Kalman, occorre calcolare il
sottospazio raggiungibile

020 0 1
Xt=ImR"=Im|1 1 1|=spani{|1l]|, |0
111 1 0
e il sottospazio non osservabile
1 1 -1 1
E =kerO  =ker| -1 1 1 |=spans|0
1 1 -1 1

Occorre quindi calcolare il sottospazio intersezione X N E~. Tale sottospazio
e nullo in quanto il vettore che genera £~ non & combinazione lineare dei vettori
di base del sottospazio X', infatti la seguente matrice ha rango pieno

011
rango |1 0]0 | =3  — Xtné&E ={0}
1 0|1
Le matrici di base della scomposizione di Kalman sono quindi le seguenti
01 1
Bi=|10], By =0, B3 =0, By= 10
10 1

La trasformazione x = T'X che porta il sistema nella forma canonica di Kalman
e basata sulla matrice

1 0|1 1 1 —1
T:[Blzsﬂz 010 ~  Tl=|0 1 0
011 0 —1 1
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Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA 5.5

Il sistema trasformato che si ottiene ¢ il seguente:

[ —1 2] 0 0
x(k+1) = | 0 1] 0 |x(k)+| 1] uk)
0 0]-1 0
y(k) = | 1 0] 0|x(k)

|| sistema dato € composto da una parte raggiungibile e osservabile S; di di-
mensione 2 e da una parte non raggiungibile e non osservabile S; di dimensione

SIZH—;?], (1)][10}} Si={-1,0, 0}

Gli autovalori della parte &7 sono A1 =1 e Ay = —1. L'autovalore della parte

Spel=—1.
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Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA

2.6

Scomposizione canonica di Kalman:

Ay 0 A O B,
— Ao Ay Aoy A — B
el _ 21 4322 23 A _m-lp _ 2
A=T"'AT = 0 0 Ay 0 B=T"'B= 0
0 0 Ay Ay 0
C=CT=[C;, 0 C3 0 ]
Sottosistema raggiungibile:
— A 0 = B,
A — —_ — B = N
: [ Ay Ay } T By ]
Cr=[C; 0 ]
Sottosistema osservabile:
— | A Ag = | B
Ao = [ 0 Ay Bo="1"
Co=1[1C; C;]
Sottosistema non raggiungibile:
— Ass 0 — 0
Anp= | =77 —— B
NR [ Ay A NR [ 0 ]
Cyg= [ C3 0 ]
Sottosistema non osservabile:
~ Ay Ay =5 B,
Ano = [ 0 Ay ] Byo = [ 0 ]
Cyo= [0 0]
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