Capitolo 1. TEORIA DEI SISTEMI 3.1

Criteri di stabilita per sistemi non lineari

e Primo criterio di Lyapunov (metodo ridotto): I'analisi della stabilita di

un punto di equilibrio x( viene ricondotta allo studio della stabilita del
corrispondente sistema linearizzato nell'intorno del punto di equilibrio.

e Secondo criterio di Lyapunov (metodo diretto): I'analisi della stabilita di
un punto di equilibrio viene fatta utilizzando opportune funzioni scalari,

dette funzioni di Lyapunov, definite sullo spazio degli stati.

Primo criterio di Lyapunov

e Criterio “ridotto” di Lyapunov. Sia dato il seguente sistema non lineare

! -

“tempo-continuo” [“tempo-discreto”]
x(t) = £(x(t), u(t)) | x(k+1) = f(x(k), u(k)) |

Nell'intorno del punto di equilibrio (xq, ug) si faccia riferimento al corri-
spondente sistema linearizzato:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) [ %(k+1) = Ax(k)+Bu(k) |
Per i due sistemi considerati, valgono le seguenti affermazioni:

1) Se tutti gli autovalori della matrice A hanno “parte reale negati-
va" [“modulo minore di 1”], allora il punto di equilibrio (xq, ug) &
asintoticamente stabile anche per il sistema non lineare.

2) Se anche uno solo degli autovalori della matrice A ha “parte reale po-
sitiva” [“modulo maggiore di 1”], allora il punto di equilibrio (x(, ug)
e instabile anche per il sistema non lineare.

3) Se almeno un autovalore della matrice A si trova “sull’asse imma-
ginario” [“sul cerchio unitario”| mentre tutti gli altri autovalori sono
“a parte reale negativa” [“interni al cerchio unitario”], allora non &
possibile concludere nulla sulla stabilita o meno del punto di equilibrio
(x0, up) per il sistema non lineare. (In questo caso il criterio non &
efficace).
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Capitolo 3. ANALISI DELLA STABILITA 3.2

Esempio. Consideriamo i seguenti tre sistemi non lineari “autonomi” (senza ingresso):

T = —xi)’erg T = ZIZ':l))—l—SUQ Ty = X9
j]g = —xi”—x% I"g = —ﬂf%—l—ﬂ}% Zbg = —Z’?

Si puo facilmente verificare che I'origine xqg = 0 & un punto di equilibrio per tutti e tre i
sistemi. Le matrici jacobiane dei tre sistemi hanno la seguente struttura:

—32? 1 37 1 0 1
Ar = [—333% —3333]’ Az = [—395% 322 |’ Ay = —322 0

Calcolando le matrice jacobiane nell'origine, si ottiene la stessa matrice A del corrispon-
dente sistema linearizzato:
01
A =
00

Tale matrice ha due autovalori nell’origine per cui il criterio ridotto di Lyapunov non puo
essere utilizzato. Se invece si utilizza la funzione di Lyapunov V(x) = z7 + 223 e si calcola
la sua derivata lungo le traiettorie dei tre sistemi non lineari si ottiene

V = —4a% — 423 < 0, V = da¥ 4+ 423 > 0, V=0
ed applicando il criterio “diretto” di Lyapunov e possibile affermare che in xy = 0 il
primo sistema € asintoticamente stabile, il secondo sistema & instabile e il terzo sistema &
semplicemente stabile (vedi files “ese_pr0.m” e “ese_pr0_ode.m”):

Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=-1 05 Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=1
15 T T T T T

0.4

0.3

0.2

o
@
T

o
[

Variabile x,(t
o
T
Variabile xz(t)
o

)
@
T

-15 I I I I I ~05 I I I I I I I I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Variabile x](t) Variabile x](t)

Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=0
15 T T T

0.5

Variabile xz(l)
o

Variabile xl(l)
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Funzioni definite positive

e L'enunciato del metodo “diretto” di Lyapunov fa riferimento ad opportune
funzioni scalari “definite positive” o “semidefinite positive”, che spesso
hanno il significato di “funzioni energia”.

e Definizione. Una funzione continua V' (x) & “definita positiva” (d.p.) [“se-

midefinita positiva” (s.d.p.)] nell'interno del punto X, se esiste un insieme
aperto W C R" di x( tale per cui:

1) V(Xo) = 0;

2) V(x) >0 [V(x) > 0] per ogni x € W — xy.

e Esempi di funzioni definite positive nell'intorno di xy = (0, 0):
V(x.y) V(x,y)

\‘\\\\\\\\ e
N

1) V(z,y) =2* +y* )

N\
\
\

3) V(z,y) = v +y*—2°

Zanasi Roberto - Teoria dei Sistemi A.A. 2015/2016



Capitolo 3. ANALISI DELLA STABILITA 3.4

Forme quadratiche.

e Definizione. La funzione continua V(x) & una forma quadratica se puo

essere espressa nel modo seguente:
Vix)=x"Px

dove P € R"™ "™ & una matrice simmetrica.

e Se la matrice P & [semi[definita positiva, allora anche la corrispondente
forma quadratica & [semi[definita positiva.

e Una matrice simmetrica P e definita positiva se e solo se sono positivi
tutti i minori principali, cioe i determinanti delle seguenti sottomatrici:

P11 - Pin

p1,1>0, {]]jl’l §1’2]>O SR : : > ()
2,1 2,2
’ ’ Pn1 *° Pnn

e Quando si utilizzano forme quadratiche V(x) si fa sempre riferimento a
matrici simmetriche P per il seguente motivo.

1) Una qualunque matrice P pud sempre essere espressa come somma di
una matrice simmetrica P, e di una matrice emisimmetrica P,:

P+P’ P—PT
P— +2 ty  =P.+P,

2) Solo la parte simmetrica P influenza la forma quadratica V' (x):

V(x)=x'"Px=x"Px+x'P,x=x"Px
0
Una proprieta delle matrici emisimmetriche P, e infatti quella che il

vettore P, x e sempre perpendicolare al vettore x.
e Siano \; gli autovalori della matrice P,. La forma quadratica
V(ix)=x"Px=x'"Px

é definita positiva se e solo se tutti gli autovalori \; sono positivi; & semi-
definita positiva se e solo se tutti gli autovalori \; sono positivi o nulli.

V(x)>0 < \>0 Vix) >0 < N\ 2>0
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Calcolo della derivata della funzione V' (x)

e Si consideri il seguente sistema non lineare, tempo continuo ed autonomo:

x(t) = f(x(t), w)  —  x(t) =1£(x())

e sia W un intorno aperto del punto di equilibrio x( corrispondente all’in-
gresso costante u(t) = ug. Sia V(x) una funzione scalare continua con
derivate prime continue definita sull'intorno 1V

Vix): W —=>TR
e |l gradiente della funzione V(x) & un vettore cosi definito:
oV a [0V oV
= grad (V
ox  |0x, 0Oz, grad (V)

Tale vettore ha il significato geometrico “direzione in R" lungo la quale la
funzione V (x) aumenta con maggiore rapidita”.

e Se x(t) & una soluzione del sistema non lineare x(¢) = f(x(¢)), allora la
derivata V' (x) della funzione V' (x) pud essere espressa nel seguente modo:

oV oV 8V . 8\/ —( >
oV

: oV oV
Vo) = () = 5 Blx(t) = 5 fulx) +
La funzione V(X) e il prodotto scalare tra i due vettori 5 - e X, e quindi

puo essere interpretato in modo geometrico:

X X

A% A%
ox ox

V(x) >0 V(x) <0

e Nota: il calcolo di V(x) non richiede la conoscenza della traiettoria x()
e quindi non richiede la soluzione esplicita del sistema non lineare.
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Secondo criterio di Lyapunov

e Criterio “diretto” di Lyapunov. Si consideri il seguente sistema non
lineare tempo-continuo:

x(t) = f(x(t), wo) —  x(t) =1(x(t))

e sia X( un punto di equilibrio corrispondente all'ingresso costante uy.
1) Se in un intorno W di x( esiste una funzione V' (x) : W — R definita
positiva con derivate prime continue e se V(x) & semidefinita negativa,

allora il punto x( e stabile per il sistema non lineare.
2) Se inoltre V(x) e definita negativa, allora il punto x & asintoticamente
stabile.

e La condizione V(x) < 0 da sola non garantisce la stabilitd del punto xq,
occorre anche che nell'intorno del punto xq la funzione V' (x) sia definita
positiva: V(x) > 0.

Vixy)

7z
s~

3
X

1) V(x) > 0e V(x) < 0 — sistema stabile

Vixy)

3 - -

2/ \
NN

1

A

z\ /

3 2 - 0 1 2 3

X

2) V(x) < 0 e V(x) <0 — sistema instabile
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e Criterio di stabilita di La Salle-Krasowskii. Si consideri il seguente
sistema non lineare tempo-continuo:

x(t) = f(x(t), wo)  —  x(t) =1(x(t))

e sia Xy un punto di equilibrio corrispondente all'ingresso costante ug. Se:

1) in un intorno W di x esiste una funzione V' (x) : W — R definita
positiva con derivate prime continue;

2) V(x) & semidefinita negativa;

3) l'insieme N = {x € WV = 0} non contiene traiettorie perturbate;

allora x( € un punto di equilibrio asintoticamente stabile.

o || criterio di stabilita di La Salle costituisce un “raffinamento” del criterio
di Lyapunov in quanto consente di dimostrare la stabilita asintotica di un
punto di equilibrio xy anche in molti casi in cui il criterio di Lyapunov
garantisce solo la stabilita semplice.

Esempio. Consideriamo il circuito elettrico mostrato in figura, in cui & presente un
elemento non lineare N con una caratteristica corrente—tensione Iy = g(v), in cui g(v) &
una funzione statica tale per cui vg(v) > 0. Consideriamo il vettore di stato: x = [/, v]’.
Il sistema e descritto dalle seguenti equazioni differenziali:

v g(v) In Ic I

L TN UT:* TL

S

| Q

—0009

L'origine € un punto di equilibrio per il sistema. Per studiare la stabilita del punto di
equilibrio consideriamo la seguente funzione V' (x) definita positiva:

1 1
V(x) = 5Lﬂ + §(Jzﬂ

che rappresenta |'energia totale accumulata nel condensatore e nell'induttanza del circuito
elettrico. Poiche la funzione
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Capitolo 3. ANALISI DELLA STABILITA 3.8

e semidefinita negativa, il punto di equilibrio x = 0 & sicuramente stabile. Per dimostrare
I'asintotica stabilita del punto di equilibrio si cerca ora di utilizzare il criterio di La Salle-

Krasowskii. Il luogo dei punti in cui si annulla la funzione V(x) & il seguente:
N = [é] : IeR

Un movimento ha traiettoria totalmente contenuta in A se e solo se in ogni istante &
v(t) = 0. Introducendo questa condizione nella seconda equazione differenziale del sistema,

si ottiene: I
0=—— — I=0
C
L’unica traiettoria contenuta in V che soddisfa le equazioni differenziali del sistema & x = 0.
Pertanto in V' non esistono traiettorie “perturbate” del sistema dinamico considerato.

Applicando il criterio di La Salle, si conclude quindi che I'origine € asintoticamente stabile.

Allo stesso risultato si poteva giungere anche applicando il Criterio Ridotto di Lyapunov.
In questo caso lo Jacobiano del sistema ¢ il seguente:

0 1 0 1
A(I,v) = 5 ] L A= L
_ 1 _ 199 _1l _a
C ~C ov c ~C
dove con a = 8%2}”)‘ > 0 si e indicata la pendenza della caratteristica g(v) nel punto
v = 0. |l polinomio caratteristico della matrice A ¢ il seguente:
« 1 « 1
et(s ) 3<5—|—C>—|—LC S-I—Cs—l-LC

Essendo @ > 0, C' > 0 e L > 0 gli autovalori della matrice A sono sicuramente a parte
reale negativa e quindi il punto x = 0 € un punto di equilibrio asintoticamente stabile per

il sistema dinamico in esame.
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e Criterio di instabilita di Lyapunov. Si consideri il seguente sistema
non lineare tempo-continuo:

x(t) =f(x(t), wo)  —  %(t) =£(x(t))
e sia Xy un punto di equilibrio corrispondente all'ingresso costante uy. Se:

1) in un intorno W di x( esiste una funzione V' (x) : W — R continua
con derivate prime continue e nulla in x; ;

2) il punto xy & punto di accumulazione per |'insieme dei punti x € W
in cui e V(x) > 0;
3) V(x) & definita positiva in W

allora x( € un punto di equilibrio instabile.

e Nota. Per poter utilizzare questo criterio la funzione V(x) non deve
necessariamente essere definita positiva in W,

Esempio. Il sistema
Zt'l = TI1 — T1X9
Ty = —Tg+ T122

ha x = 0 come punto di equilibrio. Si consideri la seguente funzione
V(x) = 2% — 23 = (21 + 22) (21 — 29)
che assume valori positivi nel quarto di piano
W+ = {(z1, x2) | £1 > @9, T1 > —12}
L'origine & chiaramente un punto di accumulazione per I'insieme W™, La funzione
V(X) = 20181 — 2m9@0 = 222 (1 — 29) 4+ 223(1 — 1) > 0

e definita positiva in W'. Ne segue che per il criterio di instabilita di Lyapunov, il punto

di equilibrio x = 0 & instabile.
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Stabilita dei sistemi non lineari discreti

e Si consideri il seguente sistema non lineare tempo-discreto:
x(k+1) =f(x(k), up) —  x(k+1) =f(x(k))
e sia X( un punto di equilibrio corrispondente all'ingresso costante uy.

e Per poter applicare il criterio “diretto” di Lyapunov ad un sistema non
lineare discreto occorre sempre fare riferimento ad una funzione continua
V(x) : W — R definita in un opportuno intorno W del punto X, ma non
e piu possibile calcolare la funzione V(X) lungo le traiettorie del sistema
perché in questo caso le traiettorie x(k) sono discrete.

e In questo caso occorre fare riferimento alla seguente funzione discreta:
AV(x(k)) = V(x(k + 1)) = V(x(k)) = V(£(x(k))) — V(x(k))

che rappresenta I'incremento ad un passo della funzione V' (x) calcolato
lungo le traiettorie x(k) del sistema.

Esempio. Sia dato il seguente sistema non lineare discreto che ha xy = 0 come punto di
equilibrio e sia V' (x) una opportuna funzione definita positiva nell'intorno dell’origine:

xg(k)
ri(k+1) = T+ 23(k) {V(x)—x%er%
. w1 (k) x)=V(x — V(X
zo(k+1) = Tt 2308 AV (x) =V (x(k+1)) — V(x(k))

La funzione AV (x) si calcola nel modo seguente:
2 2 2\ 9
P T o o —(24x)r3, 5 o
AV(x)=|———| + —x]— x5 = i +x3) <0
() ((1+x%)) ((1+x%)) L (1 + 23)2 (21 +73) <
La funzione AV (x) & semidefinita negativa, per cui il sistema & stabile. L'insieme dei punti

dove AV(x) =0 & N = Hl

alle differenze si ottiene x;1 = 0, cioe x = 0 e |'unica traiettoria del sistema contenuta

. Sostituendo x5 = 0 all'interno della seconda equazione

all'interno dell'insieme N. Per il criterio di La Salle & quindi possibile affermare che il

punto di equilibrio x = 0 & asintoticamente stabile per il sistema non lineare di partenza.
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Criteri di [in]stabilita per i sistemi discreti

e Si consideri il seguente sistema non lineare tempo-discreto:
x(k+1)=f(x(k),uy) —  x(k+1)=~f(x(k))

e sia x( un punto di equilibrio corrispondente all'ingresso costante uy. Per
un sistema di questo tipo valgono i seguenti tre criteri.

e Proprieta. [Criterio “diretto” di Lyapunov]| Se in un intorno W del punto
X esiste una funzione continua V' (x) : W — R definita positiva e se la
funzione AV (x) semidefinita negativa, allora il punto x, & stabile. Se la
funzione AV (x) & definita negativa, allora il punto x € asintoticamente
stabile.

e Proprieta. [Criterio di stabilita di La Salle] Se in un intorno W del punto x
esiste una funzione continua V' (x) : W — R definita positiva, se la funzio-
ne AV (x) semidefinita negativa e se l'insieme N’ = {x € W|AV(x) = 0}
non contiene traiettorie perturbate del sistema dato, allora x( € un punto
di equilibrio asintoticamente stabile.

e Proprieta. [Criterio di instabilita di Lyapunov] Se in un intorno W del
punto X, esiste una funzione continua V(x) : W — R nulla in x, X
e un punto di accumulazione per I'insieme dei punti x in cui V(x) > 0
e se AV (x) & definita positiva in W, allora xy & un punto di equilibrio
instabile.
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Esempio. Si consideri il seguente sistema autonomo

ClV ] el

L’evoluzione libera a partire dalla condizione iniziale x; & la seguente

X2
_ At. | cost —sint 1| | cost / \
x(t) = eMxg = sint cost ] [ 0 ] o [ sin ¢ \/ <

La traiettoria nello spazio degli stati € una circonferenza di raggio r = 1.

Un sistema lineare pud avere delle evoluzioni libere di tipo periodico. Tali traiettorie sono
sempre semplicemente stabili. Nei sistemi lineari non puo mai accadere di avere una
traiettoria chiusa asintoticamente stabile. Una eventualita di questo tipo si puo avere
solamente nel caso di sistemi non lineari.

Si consideri per esempio il seguente sistema non lineare:

j71 = —X9 —|—.%'1(1 — 7“2)
:1':2 $1+$2(1—T2)

dove r? = a3 + 23

Si pud facilmente verificare per sostituzione che » = 1 & una soluzione periodica (ciclo
limite) del sistema dato. Per verificare se 7 = 1 & un ciclo limite “stabile” o “instabile”,
si puo procedere ad un cambiamento di coordinate. Passando per esempio a coordinate
polari

ry = rcost
To = rsinf
il sistema dato si trasforma come segue
Fcosf —rfsing = —rsind +rcosf(1 —r?)
rsinf +rfcos® = rcosf+rsinf(l—r?)

Combinando opportunamente le due equazioni si ottiene il seguente sistema equivalente a
variabili separate:

0 =1 o(t) = t+ 6

L'andamento qualitativo delle traiettorie nel piano (z1, 2) € il seguente (vedi files:
“ciclo_limite.m" e “ciclo_limite_ode.m"):
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Ciclo limite a raggio unitario
T T T

15

Variabile xz(t)

15 i i i i i
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Variabile xl(t)

Il ciclo limite 7 = 1 & quindi globalmente stabile, ciog tutte le traiettorie del sistema (eccetto
la traiettoria r = 0) tendono asintoticamente a questo ciclo limite, indipendentemente dalla
condizione iniziale. Un modo alternativo per dimostrare che il ciclo limite € asintoticamente
stabile & quello di considerare la seguente funzione V() definita positiva in un intorno del

punto r = 1:

Vir) = S0y

La sua derivata € una funzione definita negativa nell'intorno del punto r = 1:
V(ir)=—1—=r)y=—-r(1-=r)?21+7r)<0

Ne segue che il ciclo limite » = 1 & asintoticamente stabile.

Esempio. Si consideri il seguente sistema non lineare tempo-continuo:
: 2
o = B(2—x1) + xixe
Zj?Q = I1 — x%xg

1.a) Determinare, al variare del parametro reale 5 > 0, gli eventuali punti di equilibrio del
sistema;

1.b) Studiare al variare di (3 la stabilita di tali punti.

Soluzione. 1.a) | punti di equilibrio si determinano risolvendo il seguente sistema:

0 = B(2—x1)+ x%azz

0 = x1 — 2wy = 21(1 — 2129)
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La seconda equazione € risolta per
1 =20 e per T1r9 = 1

La soluzione x1 = 0 non soddisfa la prima equazione. Sostituendo xixo = 1 nella prima
equazione si ottiene:

2
25—51’14—%'1:0 — $1:6_61
Per 5 # 1, I'unico punto di equilibrio del sistema é:
_ 20 __p-1
I =—-—— Tg =
R T2
1.b) Linearizzando nell’intorno di questo punto si ottiene:
i 152
—B+2m129 7} 2-p (B— 1)
%(t) = x(t) = 7 x)
1 —2x129 —x% (51, 52) 1 —45
| (8—1)* ]

Il polinomio caratteristico del sistema é:

43 43

A(s):52+[5—2+(ﬁ_1)2]s+(5_1):0

da cui si ricava

, PP H58-2 45
A(s) = s*+ (B_17 s+(5_1) 0
Il punto di equilibrio € stabile se i coefficienti di tale polinomio sono entrambi positivi. Cio
accade per 3 > 1. Per 3 < 1, almeno un autovalore € instabile per cui anche il punto di
equilibrio & instabile. Le traiettorie del sistema per 5 =2, =3, 5 =4 e =5 sono le

seguenti:

Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=2 Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=3
T T T

151
151 -

-
T
L

Variabile xz(t)
Variabile xz(t)
o
v
T
|

o
T
I

4 X 3
Variabile xl(t) Variabile xl(t)
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Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=4 Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=5
T T T T T

151 7 15f 9

o
@
T
i
o
o
T

Variabile xz(t)
Variabile xz(t)

I I I I I I I I I
15 2 25 3 35 4 1 15 2 25 3 35 4
Variabile x, (t) Variabile xl(t)

Le precedenti simulazioni sono state ottenute in ambiente Matlab utilizzando il seguente
file di comandi “ese x1x2.m":

% Sistema non lineare: xld=betax*(2-x1)+x1"2*x2

yA x2d=x1-x1"2%x2

global beta

for beta=[2:5]; % Cambiando beta cambia il punto di lavoro
x10=2%beta/(beta-1) ; % Punto di equilibrio

x20=(beta-1)/(2*beta) ;
figure(1); clf
V=[[-1.5 1.5]+x10 [-1.5 1.5]+x20]; % Finestra di graficazione

In_Con=inicond(V, [5,5]); % Definizione delle condizioni iniziali
Tspan=[0:0.005:1]*2; % Intervallo di simulazione
fr=10; dx=0.06; dy=dx; % Posizione e ampiezza delle frecce
for jj=[1:size(In_Con,1)]
[t,x]=0de23(’ese_x1x2_ode’,Tspan,In_Con(jj,:)); % Simulazione con ODE
plot(x(:,1),x(:,2)); hold on % Graficazione
freccia(x(fr,1) ,x(fr,2) ,x(fr+1,1) ,x(fr+1,2) ,dx,dy) % Disegno delle frecce
end
grid on; axis(V) % Griglia e definizione degli assi
xlabel (’Variabile x_1(t)’) % Label lungo l’asse x
ylabel (°’Variabile x_2(t)’) % Label lungo l’asse y
title([’Traiettorie vicine al punto di lavoro: beta=’ num2str(beta)])
pause % Pausa. Premere un tasto per proseguire
end

il quale, a sua volta, fa riferimento al seguente file “ese_x1x2_ode.m":

% function dx=ese_x1x2_ode(t,x)

yA

% ODE file relativo al sistema lineare: x1ld=betax(2-x1)+x1”~2*x2
% x2d=x1-x1"2%x2

function dx=ese_x1x2_ode(t,x) global beta
dx(1,1)=beta*x(2-x(1))+x(1) "2*x(2); dx(2,1)=x(1)-x(1)"2*xx(2);

La funzione “In_Cond"” definisce le condizioni iniziali da cui partire. La funzione “freccia”

disegna una freccia nel punto e nella direzione desiderata.
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Esempio. Si consideri il seguente sistema non-lineare continuo:

Tl = T]— T1T3
Ty = T1Ty — T2

1.a) Calcolare i punti di equilibrio del sistema e studiarne la stabilia utilizzando il criterio
ridotto di Lyapunov;

1.b) Se necessario, per concludere lo studio di stabilita del punto precedente, si utilizzi la
seguente funzione: V(z1,29) =21+ 29 — Inx; — Inxy — 2.

Soluzione. 1.a) | punti di equilibrio si determinano imponendo iy =0 e &3 =0

0 = T1 — T1X9 561(1 — SCQ) =0
%
0 = T1X9 — X9 372(.1'1 — 1) =0

| due possibili punti di equilibrio sono
(21, z9) = (0, 0), (x1, o) = (1, 1)
Lo jacobiano del sistema nel punto (0, 0) vale

1—%2 —I ] . [1 0 ]
T2 =g e L0

Lo jacobiano Jy presenta un autovalore instabile A = 1, per cui il punto di equilibrio
(1, z3) = (0, 0) & sicuramente instabile. Nel punto (1, 1), lo jacobiano del sistema vale

l—xy —x ] _[0 —1]
) $1—1 (21, 2)=(1, 1) 1 0

Lo jacobiano J; presenta due autovalori immaginari per cui utilizzando il criterio ridotto
di Lyapunov non e possibile concludere niente riguardo la stabilita del punto di equilibrio

(.Cl?l, .IQ) = (1, 1)

Jo =

J1 =

1.b) Per concludere lo studio di stabilita del punto di equilibrio (1, 1) si utilizza la funzione
data
V(zy,29) =21+ 29 — Inxy — Inxg — 2

Nell'intorno del punto (1, 1), tale funzione & definita positiva. Infatti

(z—1? (@-1° (@-1°

nz = (z —1) — _
nr=(x—1) 5 + 3 1
La sua derivata fatta rispetto al tempo vale
: 1 1
V(a:l, [132) = gradV X = (1 — ) T, + (1 — > To
I I9
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Capitolo 3. ANALISI DELLA STABILITA 3.17

da cui, per sostituzione, si ricava

V(zy,29) =21 — 2109 + 1290 — 22 — (1 —29) — (21 — 1) =0

Si & quindi ottenuto che (1, 1) & un punto di equilibrio semplicemente stabile: le traiettorie
si muovono lungo le curve di livello della funzione V' (x1, z2). Gli andamenti delle traiettorie
nel piano (z1, x2) sono i seguenti (vedi i files “ese_Inx.m” e “ese_Inx_ode.m"):

T T T T T T T T

1.8

16

141

121

0.8

0.4

0.2f A

Esempio. Si consideri la seguente equazione differenziale non lineare:

3

(1) = cosy(t) — 5 y(t) ~ By(t)

1.a) Si scrivano le equazioni di stato del corrispondente sistema dinamico e se ne determini
il punto di equilibrio;

1.b) Determinare per quali valori del parametro 3 il sistema non lineare & asintoticamente
stabile nell'intorno del punto di equilibrio;

Soluzione. 1.a) Posto 1 = y e o = ¥, le equazioni di stato del sistema non lineare dato
sono le seguenti:

ry = T2
S 3
Ty = CcoSxy — 5- 11 — g
| punti di equilibrio si determinano imponendo ©; =0 e 29 = 0:
3
r9 = 0, COsST] = — I
27
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Da cui si ricava il seguente punto di equilibrio:

7
T = 3 To =10
1.b) Linearizzando nell’intorno del punto di equilibrio si ottiene:
J 0 1 ] [ 0 1 }
| —gingy -2 — | 8.3 _
S T o1 /8 371:% 2 o /8

Il polinomio caratteristico di questa matrice ¢

s+ s+ V3 3
2 27
Chiaramente, il sistema & asintoticamente stabile nell'intorno del punto di equilibrio se
B > 0, mentre € instabile se § < 0. Per § = 0 il criterio ridotto di Lyapunov non si puo
utilizzare in quanto per tale valore di 3 la matrice J ha due autovalori complessi coniugati
a parte reale nulla. Le traiettorie del sistema per 5 = —0.5, 3 =0, 8 =2¢e 3 =4 sono le

seguenti (vedi i files “ese_cosx.m” e “ese_cosx_ode.m"):

15

o
o
T

Variabile xz(t)
o
Variabile x2(t)

05}

I I I I I I - I | I I I
0 0.5 1 15 2 25 ’ 0 0.5 1 15 2 25
Variabile xl(t) Variabile xl(t)

p=2 . B=1

15 T T T T T T 15

o
@

05

Variabile xz(l)
o
T
Variabile ><2(t)
)

I I I I I - I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 ’ 0 0.5 1 15 2 25
Variabile xi(ﬁ) Variabile xl(t)
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Esempio. Si consideri il seguente sistema non lineare tempo-discreto:
r1(k+1) = azi(k) —23(k)
va(k+1) = —x3(k) — i(k)

1.a) Utilizzando il criterio ridotto di Lyapunov, si studi la stabilita dell'equilibrio nell'origine
al variare del parametro «;

1.b) Siripeta lo studio della stabilita nell’origine utilizzando la funzione V (z1, 25) = z3+23.

Soluzione. 1.a) Linearizzando nell'intorno dell'origine si ottiene:

J_[oz—&q:% 0 ] _[040]
—3x?  —3a3 0.0) 00

Il polinomio caratteristico della matrice J e
2(z—a)=0 — 21=0, n=a

Chiaramente, il sistema dato & asintoticamente stabile nell’origine se |a| < 1, mentre &
instabile se |a| > 1. Nel caso |a| = 1 il criterio ridotto di Lyapunov non puo essere
utilizzato in quanto uno dei due autovalori si trova sul cerchio unitario.

1.b) La funzione

V(zy, 20) = 22 + 23
e definita positiva nell'intorno dell’origine per cui € una possibile funzione di Lyapunov. |l
calcolo di AV (21, x2) quando o = 1 & il seguente:

AV(x) = V(x(k+1)) = V(x(k))
— a}(1—al)? + (~a] - 2l - o} - o}
= 2?7 — 2] + 2% + 25§ + 22323 + 28 — 23 — 22
= —af[2 — 223 — 23[1 — 25 — 22923] < O
La funzione ottenuta & definita negativa in un opportuno intorno dell'origine per cui, nel
caso a = 1, il sistema non lineare dato e asintoticamente stabile nell’origine.

Nel caso @ = —1, anche la funzione data non permette di giungere ad un risultato
conclusivo. Si noti che, in questo caso, la prima equazione del sistema diventa

ri(k+1) = —z1(k) — 23 (k)

ed & indipendente dalla variabile x5. Si consideri ora la funzione V (x;) = 27 e si calcoli la

AV(iL‘l)Z
AV(zy) = (—z; —23)* — 2?2
= 2?4+ 201+ —2? =221+ 28 >0
La funzione AV (x1) ottenuta & definita positiva per cui si pud concludere che nel caso

a = —1, il sistema non lineare dato e instabile nell’origine.
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Esempio. Dato il seguente sistema non—lineare discreto:

y(k+1) = —(r = 2)y(k) — ry*(k)

1.a) Calcolare, al variare del parametro r > 0, i punti di equilibrio del sistema e studiarne
la stabilita utilizzando il criterio ridotto di Lyapunov.

1.b) Per r = 3, dimostrare che l'origine & un punto di lavoro asintoticamente stabile
utilizzando la funzione di Lyapunov V (y) = y? + ay® e scegliendo opportunamente
il parametro a. Per r = 1, dimostrare che |'origine € un punto di lavoro instabile
utilizzando la funzione V (y) = —y.

Soluzione. 1.a) | punti di equilibrio del sistema si ottengono imponendo y(k + 1) = y(k):

y(k) = —y(k)[r — 2+ ry(k)]
| punti di equilibrio del sistema sono:

1—r

y1 =0, Yo =
T

Il sistema linearizzato nell’'intorno del punto y; = 0 é:

y(k +1) = —[r — 2+ 2ry(k)]y=0) y(k) = (2 = 7)y(k)

Il punto di equilibrio y; = 0 & stabile per |2 — r| < 1, cioe per 1 < r < 3, ed & instabile
per 7 > 3 ed r < 1. |l sistema linearizzato nell'intorno del punto vy, = == &

y(k +1) = =[r =2+ 2ry(k)] ey y (k) = ry(k)
Il punto di equilibrio y; = % e stabile per 0 < r < 1, mentre & instabile per r > 1.
1.b) Posto r = 3 il sistema diventa
y(k+1) = —y(k) — 3y°(k)

Per studiare la stabilitd nell’origine si utilizza la funzione V' (y) = y? + ay?>. Tale funzione
é definita positiva per qualunque valore di . Il rapporto incrementale AV (y) &

AV(y) = Viy(k+1)) = V(y(k))
= (—y=3y") " +al-y=3y")° -y’ — ay’
= Y+ 657 + 95" — aly’ + 99" +27)° + 2Ty°%) — oy — oy’
= (6 —2a)y® + (9 — 9a)y* — 27ay® — 27ay"
La funzione AV (y) & definita negativa se si sceglie a = 3:

AV (y) = —18y* — 81y° — 81y/°
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L'origine risulta quindi asintoticamente stabile per r = 3.

Per r = 1 i due punti di equilibrio coincidono: y; = y» = 0. L'equazione alle differenze del
sistema diventa

y(k+1) = y(k) — y*(k)
Per studiare la stabilita del punto y = 0 si utilizza la funzione

V(y) = —y — AV(y) =—-w—-v)—(—y) =y*>0

Siccome I'origine & punto di accumulazione per I'insieme dei punti in cui V(y) > 0, ed
essendo AV (y) definita positiva, in base al criterio di instabilita di Lyapunov si pud con-
cludere che l'origine &€ un punto di equilibrio instabile.

Riassumendo, la stabilita dei due punti di equilibrio al variare di » > 0 e:

_0 - 1l<r<3 as. stabile
== r<1er>3 instabile

Y2 =

r > 1 instabile

1—r . {1<r as. stabile
el
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