Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA 5.1

Struttura duale dei sistemi dinamici lineari

E possibile dimostrare che le formule relative ai problemi di osservabilita e ricostruibi-
lita possono essere ricavate per “dualita” dalle analoghe formule viste per i problemi di
raggiungibilia e controllabilita.

Le sostituzioni che si debbono operare per passare da un sistema a quello duale sono le

seguenti:

HOD QW& u
t1T 1111
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S — «SD
R* < (Op)"
O~ < (Rp)'
Xt - &)
E — XY

Vediamo alcune delle corrispondenze piu evidenti.

Matrice di raggiungibilita:

R*=|B AB A"'B |

Matrice di osservabilita:

C
CA
0 = .

CAn—l

Sottospazio di raggiungibilita X*: & il
piu piccolo sottospazio invariante di A
contenente ImB.

Sottospazio di non osservabilita £7: e |l

pill grande sottospazio invariante di A
contenuto nel kerC.

Matrice T per trasformare, x = TX, il
sistema S completamente raggiungibile
nel sistema S:

1) T=R"(R)

T

2) T=RR"RR")

dove Rt ed R sono le matrici di rag-
giungibilita dei sistemi S ed S. La rela-
zione (1) & valida per sistemi ad un solo
ingresso; la relazione (2) & valida anche
per sistemi a piu ingressi.

Matrice P per trasformare, x = PX,
il sistema S completamente osservabile
nel sistema S:

1) P'=(0)0"
2) P'=(0 0)0 O

dove O~ e @ sono le matrici di osserva-
bilita dei sistemi S e S. La relazione (1)
e valida per sistemi ad una sola uscita; la
relazione (2) & valida anche per sistemi
a pil uscite.
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Forma standard di raggiungibilita:
~ | An A | 5 | B
o e
C=[C G]

Forma standard di osservabilita:

Kll 0 B — El
A12 A22 B2

A
C=[C; 0]

Sottosistema raggiungibile:

SR — (Klla El? Cl)

Sottosistema osservabile:

SO — (Klla El? Cl)

Sottosistema non raggiungibile:

Snr = (A, 0, Cy)

Sottosistema non osservabile:

Snvo = (Ag, By, 0)

Matrice di trasformazione T per por-
tare il sistema in forma standard di
raggiungibilita:

x=Tx, T=|T; T,]
dove

ImT; = ImR" = X"

e T rende non singolare la matrice T.

Matrice di trasformazione P per por-
tare il sistema in forma standard di
osservabilita:

_ . | Py
x = PX, P_{Pgl

dove
ImP{ = Im(O")*

e P, rende non singolare la matrice P.

Matrice di trasferimento H(s):

H(S) = él(SI — KH)'lﬁl

e funzione della sola parte raggiungibile
del sistema.

Matrice di trasferimento H(s):

H(S) = 61(81 — Kll)—lﬁl

e funzione della sola parte osservabile del
sistema.
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Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA 5.3

Forma canonica di raggiungibilita (valida per sistemi raggiungibili ad un solo
ingresso):

0 1 0.. 0 0
A — O O 1... O b, — 0
w01 ... e 1
Co= [ B - B ]
e dove i parametri «, ..., a,_1, sono i coefficienti del polinomio caratteristico

monico della matrice A: Ax(A) = N+ X" la, 1+ ...+

Forma canonica di osservabilita (valida per sistemi osservabili ad una sola
uscita):

00 0 —ap Bo
10 ... 0 -—
Ac = .. . .Oél Bc = 61
00 1 —Qlp—1 ﬁnfl
c.=[00 0 1 |
e dove i parametri oy, ..., a,_1, sono i coefficienti del polinomio caratteristico

monico della matrice A: Apa(\) =N+ XN la, 1+ ...+ g

Matrice di trasformazione T, per portare il sistema & in forma canonica di
raggiungibilita S. (x = T.x.):

a1 Q9 Qg ... QOp_1 1 |
(%) ag ... ... 1 0
_ Qs 0
T.=RT(R))'=|[b Ab A’ ... A"'b _
ap_1 1 0
1 0 0

Zanasi Roberto - Teoria dei Sistemi A.A. 2005/2006



Capitolo 5. OSSERVABILITA E RICOSTRUIBILITA 5.4

Matrice di trasformazione P per portare il sistema & in forma canonica di
osservabilita S, (x = P.x.):

03] Qg a3 ... (p_1 1 |
1 C
0%) (03] 0 CA
) N\ _ as e e e 0 0 9
Pcl - (OC )IO - : : : : : : cA
Ozn,1 1 0 CA_nil
1 0

Si noti che vale la relazione:

Siano «; i coefficienti del polinomio caratteristico A (\) della matrice A:
AA(/\) =\" + Oénfl/\n_l + ...+ 041/\ +
e siano d; i coefficienti di un polinomio monico arbitrario p(\):

PN =N+ d, N L A+ d

Se la coppia di matrici (A, b) & raggiungibile, il vettore dei guadagni k di una
retroazione statica dello stato u = kx che posiziona ad arbitrio gli autovalori
della matrice A + bk & il seguente:

o] Qo ap_1 1
a9 ... 1
k=kT =k:{[b, Ab, ..., A" || :
ap—1 1 0 O
1 0 0 0
dovek,=|ag—dy, oy —dy, ..., a1 —dyq].
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)

Se la coppia di matrici (A, c) & osservabile, il vettore dei guadagni 1 di un
osservatore asintotico dello stato che posiziona ad arbitrio gli autovalori della
matrice A + lc ¢ il seguente:

r 1T 9 -1

o ay ... oapop 1 c _d
a9 e e 1 0 CA @0 do
] = Pclc _ . . . . CA2 (7] _ 1
Ap—1 1 ... 0 0 <. _ d
10 ... 0 0f|cArt|) Lot

lc

Se la coppia di matrici (A, b) & raggiungibile, il vettore dei guadagni k di una
retroazione statica dello stato u = kx che posiziona ad arbitrio gli autovalori
della matrice A + bk si calcola utilizzando la seguente formula di Ackerman:

k=—[0 ... 0 1](R")"p(A)=—q'p(A)

qT

dove q” & I'ultima riga dell'inversa della matrice di raggiungibilita e dove p(A)
e la matrice che si ottiene dal polinomio arbitrario p(\) sostituendo in esso la
matrice A al posto del parametro \.

Se la coppia di matrici (A, c) & osservabile, il vettore dei guadagni 1 di un
osservatore asintotico dello stato che posiziona ad arbitrio gli autovalori della
matrice A + lc si calcola utilizzando la seguente formula di Ackerman:

0
L= —p(A) (07)" | | | = —p(A)a
1

dove q & I'ultima colonna dell'inversa della matrice di osservabilita e dove p(A)
e la matrice che si ottiene dal polinomio arbitrario p(\) sostituendo in esso la
matrice A al posto del parametro \.
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0.6

Scomposizione canonica di Kalman:

Ay 0 Ags

~ _ ru | Ag Ay A
A =T'AT = 0 0 A
0 0 Ay

C=CT=[C; 0 C;s

0 B,
Ay B map B,
0 B=T'B = 0
K44 0
0 ]

Sottosistema raggiungibile:

— A, 0 = B,
A — —_— _ B = ___
f {Azl A22] f {BJ
Ch=[C, 0]
Sottosistema osservabile:
< Ay Agg = B,
Ao = { 0 A Bo= 1
Co=[C GC;]
Sottosistema non raggiungibile:
~ _ | A O B 0
Avr = [ A Ay ] Br [ 0 ]
Cyp=[C3 0 ]
Sottosistema non osservabile:
~ Ay Ay =5 B
Ano = [ 0 K44] Byo = [ 0 ]
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