Capitolo 1. INTRODUZIONE 1.1

Forme canoniche

e Si consideri il seguente sistema dinamico SISO, lineare, invariante, carat-
terizzato dalle matrici A € R™™, b € R, ¢ € R e d, €

R:
) x(t) = A x(t)+ b u(t)
y(t) = cx(t)+ do u(t)
Il numero di parametri che caratterizzano la parte dinamica (A, b e c) di

questo sistema & n242n: gli n? parametri della matrice A e i 2n parametri
dei due vettori b e c.

e Operando opportune trasformazioni di coordinate x = T z nello spazio
degli stati € possibile ottenere rappresentazioni matematiche “diverse ma
equivalenti” del sistema dinamico di partenza. Le rappresentazioni matem-
atiche caratterizzate dal minor numero possibile di parametri significativi
prendono tipicamente il nome di forme canoniche.

e Le forme canoniche di maggior interesse che verranno presentate di seguito
sono le seguenti:
— Forma canonica di controllabilita (o di controllo)
— Forma canonica di osservabilita
— Forma canonica di Jordan
e Altre due rappresentazioni matematiche di particolare interesse (perche
anch’esse minime in termini di numero di parametri) sono le seguenti:
— La forma compagna di controllabilita (o di controllo)

— La forma compagna di osservabilita
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Capitolo 1. FORME CANONICHE 1.2

Forma compagna di controllo

e Sia dato il seguente sistema dinamico SISO:
{ x(t) = Ax(t)+ b u(t)
y(t) = cx(t)+ do u(t)
e Se la matrice di raggiungibilita
R'=|b, Ab, A’b, ..., A"'b

e invertibile, allora utilizzando la trasformazione di coordinate x = T X con
T = R, il sistema trasformato assume la seguente forma compagna
di controllo:

(000 ...0 —ap | 1]
100 ...0 —Q
X(t) = 1010 ...0 —ay | xX(t)+|0] ult)
000 ... 1 —ayq | 0|
y(t) = [€1,C0,C3y. . Cn1, G | X(t) 4+ dou(t)

dove gli a; sono i coefficienti del polinomio caratteristico della matrice A:

Aa(s) =det(sI — A) = 8"+, 18" '+ ... + 15+ ag

e Schema a blocchi del sistema in forma compagna di controllo:
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Capitolo 1. FORME CANONICHE

1.3

e Dimostrazione. Se la matrice R™ & invertibile, allora i seguenti vettori

B=1{b, Ab, A’b, ..., A" 'b}
sono linearmente indipendenti e B &€ una base dello spazio degli stati.
e Si indichi con p; il vettore i-esimo della base B:
p; = A" b, =1, ..., n

Rispetto alla base B, il vettore p,1 assume la forma

n n—1 )
Pn+1 = A"b = — Z o 1P — — Z OéiAlb
i=1 i=0
da cui, posto «,, = 1, si ricava che

a;A'b = o
0

aipi+1 = O —
0 i

n n

1
e Si applichi ora al sistema la seguente trasformazione di coordinate

x =Tx dove T = [p1, P2, ---, Py

e |l sistema trasformato che si ottiene & il seguente

2 {x(t) — Axi

y(t) = €©x

e La struttura della matrice A = T~!AT & la seguente:

K = T_IA[pla p2, -.., pn]
= T_l[p27 p3, ---, pn-i-l]
= 71 [p% p3, .-, —Zailpi]
1=1
= [T_1p27 T_1p37 sy T ai—lT_lpi]
1=1
000 ... 0 —a
. 100 ...0 —m
= [eg, es, ..., —Z@i—lei]: 010 ... 0 —a
i=1 ...

_O 00 ... 1 —Ozn_l_
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Capitolo 1. FORME CANONICHE

1.4

e Infatti, la matrice T~! trasforma un vettore p; espresso nella vecchia base nel cor-
rispondente vettore e; nella nuova base

e, =T 'p;

Essendo p; un vettore della nuova base, necessariamente il suo trasformato e; &
I'2-esimo elemento della base canonica.

e Rispetto alla nuova base i vettori b e € assumono la seguente forma:

b=T 'b=e =

1

0 C

0

=cT =1c, ¢, ..., G

Il numero dei parametri della nuova rappresentazione matematica del sistema di

partenza e 2n.

e Calcoliamo ora il polinomio caratteristico della matrice A:

AK = det(sI—A) = AA

S
—1
— 0 -1
0O O
s 0
-1 s
= S ) )
0 O

= s(s(...s(s+tap1)+...+a)+a)+a

0

0

)

1

-1 s+ a, 1

0 a1
0 a9

—1 s+ o,

= "4+ a, 15" T+ ... +as+a

0 0
-1 s
0 0

0 (7))
0 9
—1 s+ o,

ozo(—l)”(—l)"_Q = Qy
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Capitolo 1. FORME CANONICHE 1.5

e Applicando la formula di Mason allo schema a blocchi del sistema posto in forma com-
pagna di controllo si puo facilmente verificare che il determinante del grafo coincidere,
a meno di una costante, con il polinomio caratteristico della matrice A.

Uy Uy « «
Als) = 1+ =4+ 224 4L 4
S 82 sn 1 gn
s + o, 18" 4 ags +
— -

e In base alla formula di Mason, al numeratore delle funzione di trasferimento compare
la seguente espressione

e (8" 1y 18" b, 98" 4 L s+ o)

N(S> - ; gn—1
Co (Sn_Q + an_lsn—S + ozn_33”_4 + ...+ CYQ)
52 sn—2
3 (s" P+, 18"+ .+ C
+§( - 3)+...+Z
S S S
I aq a9 Qs N P | 1 1T |
o) a3 : .. 1 0 S
. [51 52 53 NN En] a3 qp—1 ... 0 0 52
o Sn : a 1 :
: n—1 : .,
an_1 1 0 0 0]]s"
1 0 0 0 0[5 "
L |
T S

cT,s ¢c(TT,)s

s" s"
e La funzione di trasferimento G(s) dello schema a blocchi presentato &
Y(s) N(s) cT,.s

=d =d
U(s) 0 A(s) 0 S+ 18" 4L+ s + g

G(s) =
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Capitolo 1. FORME CANONICHE 1.6
Forma canonica di controllo
e Sia dato il seguente sistema dinamico SISO:
x(t) = Ax(t)+ b u(t)
y(t) = ex(t)+dy u(t)
e Se la matrice di raggiungibilita R & invertibile
R*=|b, Ab, A’b, ..., A"'b]
la trasformazione di coordinate x = R™ T, x,. = T.x, dove:
- o e%) a3 a1 1 ]
Q2 O3 : 1 0
T.=[b, Ab, A%b, ..., A»lp]|| ¥ = @l v
: ap—1 1
a,—1 1 0 0
1 0 0

portera il sistema ad assumere la seguente forma canonica di controllo :

0
0
Xc<t) — O
0
yit) = [ a

1 0
0 1
0 0
0 0

C2

—0y —O1 —09 ...

0 0|
0 0
0 0
: xX(t)+ | .| u(t)
1
—0p—1 | i 1 |

C3

Cn

| x.(t) + dou(t)

dove gli a; sono i coefficienti del polinomio caratteristico della matrice A:

Aa(s) =det(sI — A) = 8" + 18" '+ ...+ s+ ag

e || vettore di stato: x.

E Ey Fy o

Ln

T
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Capitolo 1. FORME CANONICHE 1.7

e Lo schema a blocchi corrispondente alla forma canonica di controllo ¢ il

seguente

Cn

Co

[V

e In base alla formula di Mason, il determinante A(s) di questo grafo &

A(s) = 1+ + +...4+—

S?’L

e Al numeratore della formula di Mason si ha I'espressione

N cnS" L4, 18" e, 08 T eas + g

N(s) = dyA(s) o

e La funzione di trasferimento G(s) = Y (s)/U(s) dello schema a blocchi &
quindi la seguente

~ N(s) N L R Y L I E B R By
A(s) s+ 18" L ags + ag

e Si noti che vi & una corrispondenza biunivoca diretta tra tra i coefficienti
¢; ed a; della funzione di trasferimento G(s) e i coefficienti del sistema

posto in forma canonica di controllo.
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Capitolo 1. FORME CANONICHE 1.8

Forma compagna di osservabilita

e Sia dato il seguente sistema dinamico SISO:

x(t) = A x(t)+ b u(t) A |
{y@:=cmw+%u@’ O =| " |=T
i CAn—l _

e Se la matrice di osservabilita O~ e invertibile, allora utilizzando la trasfor-
mazione di coordinate x = TX con T = (O~)"!, il sistema trasformato
assume la seguente forma compagna di osservabilita:

0 1 0 0 A
0o 0 1 0 9 by
O I B R RO
0 0 0 1 0, b1
I —Qy) —&1 —09 ... —0Op—1 11 i‘% I Bn
yt) =] 1 0 0 o 0 ] x(t) + dp ul(t)

dove gli a; sono i coefficienti del polinomio caratteristico della matrice A:
Ap(s) =det(sT — A) = 8" + a, 18"+ ...+ a5+ g

e Schema a blocchi del sistema in forma compagna di osservabilita:
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Capitolo 1. FORME CANONICHE 1.9

Forma canonica di osservabilita

e Sia dato il seguente sistema dinamico SISO:

{ x(t) = A x(t)+ b u(t) O cA
y(t) = cx(t)+dou(t) ’ :
L CAn_l J

e Se la matrice di osservabilita O~ e invertibile, allora la trasformazione di
coordinate x = (T, O~) ' x, = T, x, dove:

o] Qg Q3 Oy 1] .
...... 1
o (3 0 cA
TOZ 053 O O CA2
a,-1 1 ... ... 0 0 1
0 . 0 ofLeAT

00...0 — || 2] | i
100 ...0 — Q1 538 b2
1 . — T4
Xo(t) _ S O 0 .042 X3 + 63 ’LL(t)
000 ...0 —Op—9 57%_1 bn—l
_OOO..l—an_l__a?%_ _bn_
y(t) = [ 000 ... 1 ]|x,(t) + dpu(t)

dove gli a; sono i coefficienti del polinomio caratteristico della matrice A:

Ap(s) =det(sI — A) =s" + a, 18" 4 4 ags + g
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Capitolo 1. FORME CANONICHE 1.10

e Lo schema a blocchi corrispondente alla forma canonica di osservabilita e

il seguente
do
bn
bs
bo
u(t)" by Ty 1 T3 Ty 1 Ty y(t)
s s ¢ — s °
—0p—1

e In base alla formula di Mason, il determinante A(s) di questo grafo &

(07 (87 8%
Als) = 14—ty 420
s 52 s
St s + o
_ .

e Al numeratore della formula di Mason si ha I'espressione

b,s" L+ b, 15" 2+ b, 05" 3+ ...+ bys + by
Sn

N(S) = doA(S) +

e La funzione di trasferimento G(s) = Y (s)/U(s) dello schema a blocchi &
quindi la seguente

N(s) N b,s" 1+ b, 15" 2+ b, 95" 3+ ...+ bys+ by
B S+ 18" 4L s + ag

e Si noti che vi & una corrispondenza biunivoca diretta tra tra i coefficienti
b; ed «a; della funzione di trasferimento G(s) e i coefficienti del sistema
posto in forma canonica di osservabilita.
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