Capitolo 4. RAGGIUNGIBILITA E CONTROLLABILITA 4.1

Forma standard di raggiungibilita

e Proprieta. Ogni sistema lineare S = {A, B, C, D} (continuo o discreto)
non completamente raggiungibile puo essere portato in forma ‘standard
di raggiungibilita”, cioé é algebricamente equivalente ad un sistema S =
{A, B, C, D} dove le matrici A = TT'AT, B=T"'B,C=CT e
D hanno la seguente struttura:

* K1,1 Kl,Q o B,
=% wl B9
C=|C, G, D=D

e Posto p = dimX™ < n, la matrice di trasformazione T che porta il
sistema in forma standard di raggiungibilita ha la seguente struttura:

T:[Tla TQL x=TX

dove T4, di dimensione n X p, e una matrice di base del sottospazio
raggiungibile X, e dove T, di dimensione n X (n — p), é una qualunque
matrice che rende non singolare la matrice di trasformazione T.

e Proprieta. Il sottosistema di dimensione p caratterizzato dalle matrici A4 ;
e B, é completamente raggiungibile.

o |l sottosistema (A, By, Cy), detto sottosistema raggiungibile, rappre-

senta integralmente la dinamica del sistema originario quando lo stato
iniziale appartiene al sottospazio raggiungibile:

se x(0)=0 = x(t)=0, Vt>0

e |l sottosistema (A5, 0, C,), caratterizzato dalle matrici Ao, By = 0,
e C,, detto sottosistema non raggiungibile, ha una dinamica che dipende

solo dallo stato iniziale X5(0) e non & influenzato dall’ingresso.

e Gli autovalori della matrice A vengono suddivisi in due gruppi: gli auto-
valori della parte raggiungibile (quelli della matrice A1) e gli autovalori
della parte non raggiungibile (quelli della matrice A,5).
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Capitolo 4. RAGGIUNGIBILITA E CONTROLLABILITA 4.2

e Agendo sugli ingressi non e possibile modificare in nessun modo la dinamica
della parte non raggiungibile del sistema.

e Nel caso discreto, consideriamo il vettore di stato X(k) partizionato in
due parti: la componente raggiungibile X, e quella non raggiungibile Xo:
T : . :

X = [Xl X9 ] , dove dim X; = p. Le equazioni del sistema sono:

Xl(k—F 1) = Kljlfl(lﬂ)%— KleiQ(k)+ Eﬂl(lﬂ)

XQ(]{ + 1) = B §27222(]€) B
y(k) = Clil(k)+ Cgfg(lﬁ)—F Dll(/{)
Il corrispondente schema a blocchi e:
D
— X 1 < —
u(k) B, -© xi(k+1) z_le X (k) C,
- A J
- y (k)
_ D—D—
A1,2 '_XQ(k')
X 1 —
Xo(k + 1) T, c,
Ay,

e Una analoga scomposizione vale anche per sistemi a tempo continuo.

e Proprieta. La matrice di trasferimento H(z) [o H(s) | di un sistema
dinamico lineare, coincide con la matrice di trasferimento della sola parte
raggiungibile.

Prova. la matrice di trasferimento H(z) = C(2I — A)"'B = C(2I — A) !B vale:

- __ S 1 F —
= o~ 21 — A1,1 —A1,2 B,
H(z) = [C Cy| 0 zI—K22] {O]=
A A (21 — Ayt * * Kok B, |
a [ Cr G ] I 0 (ZI — K272>71 0 a

= 61(21 — KLl)*lEl
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Esempio. Si consideri il seguente sistema discreto:

A B
—_—
0000 00
0000 01
x(k+1) = 0100 x(k) + 00 u(k)
1 001 10
y(k) = [1 1 1 1]x(k)
C
La matrice di raggiungibilita del sistema e:
(0 00 0[: 0 000
rb— |0 1000l PR 1| 010
0 0j]0 1]: Of: : 0 01
(1 0/10[: 0] 100

[l sistema non &€ completamente raggiungibile per cui & possibile portare il sistema in forma
standard di raggiungibilita. Utilizzando la seguente matrice:

0001
B 100 10 1
T=[Ti 2=, ol T'=T
1 0 0/(0
il sistema trasformato assume la forma:
1 0 011 1 0
_ 0O 0 1(0]_ 00
x(k+1) = 0000 x(k) + 01 u(k)
0000 00
y(k) = [1 1 1|1 ]x(k)

Gli zeri indicati in grassetto sono quelli strutturali della forma standard di raggiungibilita. La
parte non raggiungibile & caratterizzata da un autovalore nullo. La matrice di trasferimento
H(z) del sistema complessivo coincide con quella della sola parte raggiungibile:

H(Z) — C(ZI — A)_lB = Cl(ZI — All)_lBl

-1

z—=10 0 (z=1)"" 0 0
=C/| 0 =z -1| By=[111] 0 ' 2?7 |B
0 0 =z 0 0 2z}
10
_ {(2_1) 1 -1 (2_1—1—2_2)} 00 :[ 1 Z—{—l]
01 z—1 22
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