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. Scrivere la soluzione generale dell’equazione alle differenze x(k+1) = Ax(k)+Bu(k) a partire
dalla condizione iniziale x(0) allistante h = 0:

k-1
x(k) = A*x(0) + > AT Bu(j)
=0
. Scrivere I'andamento temporale della funzione di uscita y(¢), soluzione dell’equazione diffe-
renziale x(t) = Ax(t) + Bu(t) e dell’equazione statica y(t) = Cx(t) + Du(t) a partire dalla
condizione iniziale x(0) all’istante t, = 0:

t
y(t) = CeA'x(0) + C/ AT Bu(7)dr 4 Du(t)
0

. Un sistema dinamico caratterizzato dalla funzione di stato x(k + 1) = f(x(k), u(k))

&) & un sistema dinamico; (O & un sistema lineare;

(O @& un sistema tempo-continuo; &) & un sistema tempo-invariante;

. Calcolare la matrice di raggiungibilita R ™ e la matrice di osservabilita O~ del seguente sistema:

1 01
x(t)=10 1 0|x(t)+]|0 0 |u(t) 1 11 0 1 -1 1 0 -1
01 1 0 —1 RTf={0 00 0 0 0, O =|1 -1 0
0-10 -1 0 —1 1211
yt)=[1 0 —1]x(t)

I1 sistema e: () raggiungibile? @) non raggiungibile? () osservabile? () non osservabile?

Fornire una base Bg del sottospazio raggiungibile X+ e una base Bp del sottospazio non
osservabile £7:

1 1 0
Xt=Im[Bg]=Im | 0 0 |, E =Im[Bp]=Im | 0
0 -1 0

. Sia dato un sistema lineare tempo discreto: x(k+1) = Ax(k)+Bu(k) e y(k) = Cx(k)+Du(k).
Fornire I'espressione y(k) della sola evoluzione libera dell’uscita del sistema a partire dalla
condizione iniziale xq. Indicare inoltre 'espressione della trasformata y(z) del vettore y(k):

y(k) = CA*xy, y(z) = C(zI — A)'zx,

. Calcolare, in funzione della condizione iniziale xg = [z10, %20, T30, Z40]", I'evoluzione libera
del seguente sistema autonomo tempo-discreto:

k(k—1)  k(k—1)(k—2)

1 100 1 k 3 k(k6) T10
k=g o 1 Y xm xm= |00 k5
00 01 00 0 1 T 40



7. Sia dato il seguente sistema lineare tempo-continuo x(t) = Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(¢).
Scrivere 'espressione delle matrici F, G e H che caratterizzano il corrispondente sistema a
segnali campionati x(k + 1) = Fx(k) + Gu(k), y(k) = Hx(k):

T
F = AT, G—/ 2B do, H=C
0
8. Considerato un sistema dinamico tempo-discreto x(k + 1) = A x(k) del secondo ordine
caratterizzato da due autovalori reali distinti Ay = 0.8, Ay = 1.2, rispondere alle domande e
indicare qual e 'andamento qualitativo delle traiettorie nell’intorno dell’origine:

li autovettori del sistema vy e vy sono
R g
reali e distinti.

Q) gli autovettori del sistema vy e vy sono
traiettorie rettilinee del sistema.

Q) per t — oo tutte le traiettorie ten-
dono ad appiattirsi su uno dei due
autovettori.

(O per t — oo tutte le traiettorie tendono
a Zero.

Quale nome viene tipicamente utilizzato per indicare il tipo di traiettorie sopra indicato:
(O Nodo? (O Fuoco? Q) Sella? | (O Degenere? (O Stabile? Q) Instabile?

9. Disegnare lo schema a blocchi associato al seguente sistema tempo-continuo dove con x, si e
. . . T
indicato il vettore x, = [ T1 Tog X3 Ta } )

— o O O
I~
—~
~~
N—

10. Dato il sistema dinamico sotto riportato, scrivere la funzione di trasferimento G(z) che lega
la trasformata U(z) dellingresso u(k) alla trasformata Y (z) dell’uscita y(k):

00 0 =5 1
100 -1 5
2234+ 322+ 52+ 1 x(k+1) = Lo | x(t) + u(k)
G(z) = L7 010 —3 3
244423 +322+ 245 00 1 —4 2
yk) = [0 0 0 1 ])x(k)+[7]u(k)
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12.

13.

14.

15.

Si consideri il problema di controllo punto a punto per un sistema lineare tempo-discreto. Tra
le infinite soluzioni u che fanno passare il sistema dallo stato iniziale x(0) allo stato finale
x(k) nell'intervallo di tempo [0, k] indicare la soluzione u che minimizza la norma euclidea:

u= (RHT[R (R x(k) — A™x(0)]
Sia dato un sistema (A, b) completamente raggiungibile. Il corrispondente sistema a dati

campionati (essendo T il periodo di campionamento) ¢ completamente raggiungibile se e solo se
per ogni coppia A;, A; di autovalori distinti di A aventi la stessa parte reale, vale la relazione:

2k
Im(Ai—Aj)7AT” k=41, £2, ...

Sia dato il seguente sistema non lineare di equazioni differenziali nello spazio degli stati:

jfl = T2
i’g = I3
i3 = —3xysin’wx3+ 223 — 5z2k + u(t)

Posto [z1 xo wx3]" = [y(t) y(t) i(t)]", scrivere la corrispondente equazione differenziale non
lineare del terzo ordine che lega 'ingresso wu(t) all’uscita y(t):

Y(t) + 3y(t)sin® §(t) — 25°(t) + 5y()§*(t) = u(?).

Scrivere come si determina la matrice P della trasformazione x = PX che potra un sistema
non completamente osservabile in forma standard di osservabilita:

P = [ El ] dove ImP] = Im(O™)" e Py rende non singolare la matrice P'.
2

Indicare inoltre la struttura a blocchi delle matrici A, B e C che si ottengono:
x A 0 " B,
A frg ’ B =
A A 5
C= [C; 0]

Scrivere la forma semplificata della matrice di trasferimento H(s) del sistema & in funzione
delle sottomatrici A; ;, B; e C; che caratterizzano il sistema S = (A, B, C):

H(S) = Cl(SI — All)_lBl

a) Si scriva la forma esplicita della formula di Ackermann che fornisce il vettore k™ che
permette il posizionamento arbitrario degli autovalori di un sistema retroazionato:

kK"=—[0 ... 0 1](R")"p(A)

b) Indicare la forma del polinomio desiderato p(\) e della matrice p(A) di un sistema tempo
continuo nel caso n = 4 in cui si voglia avere un tempo di assestamento 7, = 6 s e si voglia
posizionare tutti gli autovalori nello stesso punto reale A:

A= -7 =05, p(\) = (A +0.5)%, p(A) = (A + 0.51)*
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Dato il sistema lineare tempo-continuo x(t) = Ax(t) + Bu(¢), riportare la struttura di uno
stimatore asintotico dello stato di ordine ridotto:

%(t) =T [ V(t)y—( tI):y(t) }

v(t) = (Ayy + LAL)V(t) + (A1p + LAy, — Aj L — LAy L)y(t) + (B + LBy)u(?)

Dato un sistema lineare tempo-continuo x(t) = Ax(t) + Bu(t):
a) ¢ possibile utilizzare un osservatore asintotico dello stato in catena aperta se e solo se:
il sistema é asintoticamente stabile

b) e possibile utilizzare un osservatore asintotico dello stato in catena chiusa di ordine pieno
se e solo se:

la parte non osservabile del sistema ¢ asintoticamente stabile
Indicare la struttura del sistema duale Sp associato ad un sistema dato S = (A, B, C, D):
Sp = (A", C*, B*, DY)

Scrivere la struttura della matrice di trasformazione P! che porta un sistema S = (A, b, c)
osservabile in forma canonica di osservabilita (x = P.x.):

[ aq Qo (O3 Ap—1 17
« o 1 0 ¢
2 3 cA
Q3 0 0
P, =)0 =] . . CcA2
Oy 1 0 CA'n'—l
1 0 0 |

dove gli «; sono i coefficienti del polinomio caratteristico della matrice A.

Si consideri un sistema non lineare tempo continuo x(t) = f(x(t),u(t)) e sia x¢ un punto di
equilibrio del sistema per ingresso costante ug. Scrivere la parte lineare dello sviluppo in serie
della funzione f(x(¢), u(t)) nell'intorno del punto (xg, up):

of(x, u) of(x, u)

aX au (u—u0)+h1(x, u)

(x0,u0)

f(x,u) = f(x,u9)+ (x—x0)+

(x0,u0)

Scrivere all’interno della seguente tabella i simboli e i nomi delle variabili energia e delle
variabili di potenza che caratterizzano ’ambito energetico Meccanico Traslazionale. Indica-
re inoltre la relazione costitutiva (non lineare e lineare) dei singoli elementi e 1’equazione

differenziale che caratterizza gli elementi dinamici:

Simboli Rel. Costititutiva | Caso Lineare | Eq. Differenzile
D; | M Massa
Ca . . dP
¢ | P quantita di moto P =&y (1) P=Mzi — = F
vy | & velocita
D, | E Elasticita
d
¢2 | * spostamento xr=®p(F) r=EF d—f =1
vy | F forza
R | b Dissipatore F = &) F=bz




22. Si consideri il seguente circuito elettrico costituito dalle induttanze L, Lo, dalle capacita Cj,
Cy e dalle resistenze R,, R; e Rs. Sul sistema agiscono due ingressi: la tensione V, e la
corrente . Le uscite del sistema sono: la corrente I, e la tensione Vj,.

Ry
MW
Irl V
" smr——2| AW
L i R
1, I, 1 Iy < 5 Iy

V1O %za %LQ " vﬁ::@ V|8

T T
Sia x = [ L I, V5V, ] il vettore di stato, u = [ V., I, } il vettore degli ingressi e y =

T J— R N
[ I, V, } il vettore delle uscite. Scrivere il corrispondente sistema dinamico Lx = Ax+ Bu
e y = Cx + Du nello spazio degli stati:

"L, 00 07 [ 4] 00 -1 —-17T7L7T T 1 07
0L, 00 I 00 1 1 I 0 0 v,
y - 1 1 + 1
0 0C;0 174 1 -1 -4+ -4 Vs 5 0 I,
N——
[ 00 0C] |, 1-1 -3 2] |wv] [£1] u
S ~ 7 ~—— h ~~ Y T/
L X A X B
I, ] 10 —5 —x t+# 0 Va
= X + ¢
Vi | 00 0 1 0 Rs I,
~— ~~ d > ~ 7 N——
y C D u

23. Enunciare il criterio diretto di stabilita di Lyapunov nel caso di sistemi tempo-discreti.

Si consideri il sistema non lineare x(k+1) = f(x(k), ug) e sia xo un punto di equilibrio
corrispondente all’ingresso costante ug.

1) Se in un intorno W del punto xq esiste una funzione continua V(x) : W — R definita
positiva e se la funzione AV (x) é semidefinita negativa, allora il punto x, ¢ stabile. Se la
funzione AV (x) ¢é definita negativa, allora il punto x, ¢ asintoticamente stabile.

24. Quali delle seguenti funzioni V' (z1, x2) sono definite positive nell’intorno del punto (1, 1):
Q Viwi, w2) = (w1 — 1)* + (22 — 1)*; O V(wy, w2) = (af — D)a + (3 — i
O Vi(z1,22) = (21 — 1) + (23 — 1); Q V(ar,22) = (21 — 1)%23 + (22 — 1)%af;



25. Sia dato il seguente sistema non-lineare x = f(x), tempo—continuo, privo di ingressi:

T —T2
fEQ = x1+ (l’% — CY):CQ

a) Calcolare lo Jacobiano A(x) = 82(:) del sistema x = f(x) e la matrice A; del sistema

linearizzato nell'intorno del punto di equilibrio X; = (0, 0):

Lo Jacobiano A(x) e la matrice A; del sistema linearizzato nell’intorno di X; sono i seguenti:

A(X>:@:{ 0 2—1 ] Alz[o —1}‘

O0x 1+2r29 27—« 1l —«

b) Studiare, al variare di «, la stabilita del sistema non lineare nell’intorno del punto di equi-
librio X; utilizzando il criterio ridotto di Lyapunov:

Il polinomio caratteristico della matrice A; e il seguente:
Ap,(s) =58> +as+1=0

In base al criterio ridotto di Lyapunov si puo affermare che il punto di equilibrio X; = (0, 0)
del sistema non lineare: a) ¢ asintoticamente stabile se & > 0; b) ¢ instabile se a < 0; ¢) il
criterio non implica nulla per a = 0.

26. Sia dato il seguente sistema non-lineare x(k + 1) = f(x), tempo—discreto, privo di ingressi:

{ l‘l(k—f-]_) = —XT9
ro(k+1) = z1+ (22 — )y

a) Determinare, al variare di «, i 3 punti di equilibrio X;, X, e X3 del sistema non lineare:

I punti di equilibrio si determinano imponendo z1(k + 1) = x1(k) e xza(k + 1) = x2(k):
Ty = —Xo, = Ty = —29 + (75 — )Ty & (23 —a—2)z, =0

Dall’'ultima relazione si ha o =0, 19 = Va+ 2 e 9 = —v/a + 2 da cui si ottiene:

X, = (0, 0), % = (Va+2, —Va+2), %3 = (—Va+2, Va+2).

b) Studiare, al variare di «, la stabilita del sistema non lineare nell’intorno del punto X; = (0, 0)
utilizzando il criterio ridotto di Lyapunov:

Lo Jacobiano A(x), la matrice A; e il polinomio caratteristico della matrice A; coincidono
con quelli determinati al punto precedente:

9 Q a?
Ap,(2)=2"4az+1=0 —>zl,2:§i Z_l
In base al criterio ridotto di Lyapunov si puo affermare che il punto di equilibrio X;: a) ¢
instabile se |a| > 1; b) il criterio non implica nulla per |o| < 1. Infatti per |o| < 1 le due
soluzioni z; o del polinomio caratteristico si trovano sul cerchio unitario, cio¢ hanno modulo
unitario.

c) Data la seguente funzione di Lyapunov: V(x) = x? 4+ x3 calcolare la funzione AV (x(k)):

La funzione AV (x(k)) si calcola nel seguente modo:

AV(x(K)) = (=22)* + (21 + (27 — @)an)” — 27 — 23
= a3 +ai+ (2] — )23 + 21 wa (e — @) — o] — 23

= 23(2? — )? + 20179 (23 — @) = [22(2F — @) + 231 |70 (23 — @)




