0.0. 1.1.1

Esempi di modelli fisici

1) Dinamica del rotore di un motore elettrico.

Si consideri un elemento meccanico con inerzia J, coefficiente di attrito
lineare b che ruota alla velocita angolare w al quale venga applicata una
coppia esterna c(t).

c(t) qr) W b ety
Ci=T
0 t 0 t

L'equazione differenziale che caratterizza il sistema e quella che si ricava
dalla legge di conservazione della quantita di moto angolare:

d|Jw(t
% =c(t) — bw(t) < Jw(t) +bw(t) = c(t)
Partendo da condizioni iniziali nulle e applicando Laplace si ottiene:
1
Jsw(s)+bw(s)=C(s) & w(s) = b—i—JsC(S)

per cui il sistema fisico puo essere descritto nel modo seguente:

G(s)
C(s) 1| wis)

c(t) [b+Js] w(t)
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.2

2) Sistema massa-molla-smorzatore.

K F
HMWWANH m ——
- b

e Variabili e parametri del sistema fisico:

x(t) : posizione m : massa

t(t) : velocita K : rigidita della molla

Z(t) : accelerazione b : Coefficiente di attrito lineare
F(t) : forza applicata P(t) : Quantita di moto

e Legge di conservazione della quantita di moto P(t) = m z(t):
d d ..
pm=Y R0 - m ] = Y A

e Si ottiene quindi la seguente equazione differenziale:

d, -
Smi(t)] = F — bi(t) - K (t)

che puo essere riscritta nel seguente modo:
mI(t) +bx(t) + Kx(t) = F(t)
e Utilizzando le trasformate di Laplace (z(0) = #(0) = 0) si ha:

m X () s XK X(5) = Fls) & X(s)= —— 0L

[l sistema puo quindi essere rappresentato nel modo seguente:

F(s) X(s)
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3) Sistema elettrico RL.

R

I I,=0
VWA

Vi L |V,

e Legge fisica: la variazione del flusso concatenato ¢.(t) = LI;(t) € uguale
alla tensione V,(t) applicata ai capi dell'induttanza.

d d
o] =Vit) = L [L(H)] = Vi(t) - R

e Applicando la trasformata di Laplace, con condizioni iniziali nulle, si ha:
1
Ii(s) = V;
(5) Ls+ R (s)
G(s)

LsIi(s)+ RI;(s) = Vi(s) <

e |l sistema puo quindi essere rappresentato nel modo seguente:

G(s)
Vi(s) | I;(s)

Ls+ R

e |l legame tra la tensione di ingresso V;(t) e la tensione di uscita V() &
descritto dalla seguente funzione di trasferimento (si utilizza la regola del
partitore di tensione su impedenze complesse):

Vu(s) ~ Ls
Vi(s) Ls+R

e quindi dalle seguente equazione differenziale:

LV,(t) + RV,(t) = LVi(t)

Gl(S) =
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4) Motore elettrico in corrente continua.

I,
i B l I
L R | Wn b |
| |
=
1% E| (° J
CD:F = ,
C, C..
[ @ | I
e Schema a blocchi POG del motore:
‘ E ‘ W, ‘
V ‘—T‘ ~ K [ ai
i 1 i i 1 i
i R+ Ls i i b+ Js i
R L ST

[l sistema & descritto dalle seguenti 2 equazioni differenziali:

LI, = —RI,— K,w,, +V
Joy = K., —bw, —C.

e Per il principio di conservazione dell’energia, la costante K, € sia la costan-
te di proporzionalita che lega la corrente di armatura I, alla coppia motrice
Con, sia la costante di proporzionalita che lega la forza contromotrice E
alla velocita angolare w,,:

Cm - Ke]a E = Kewm
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1.1. SISTEMI E MODELLI 1.1.5

e Riducendo “in forma minima” il sistema (vedi “Formula di Mason”) si
ottiene il seguente legame tra la variabile di uscita w,,(t) e le variabili di

ingresso V (t) e C,(t):
win(s) = G1(s)V(s) + Ga(s)Ce(s)
dove (G1(s) lega I'ingresso di controllo V() all'uscita w;,(t)
K,
(R+Ls)(b+Js)+ K?
mentre Go(s) lega l'ingresso di disturbo C,(t) all’uscita w;,(t):

—(R+ Ls)
(R+Ls)b+Js)+ K?

Gl(S) =

GQ(S) =

e La precedente relazione puo essere riscritta come
[LJs*+(RJ+Lb)s+ Rb+ K| wy(s) = K.V (s) — (R+ Ls)Ce(s)
che corrisponde alla seguente equazione differenziale del secondo ordine:

LJOm+ (RJ 4 L)y, + (Rb+ K*w, = K,V —RC.,— LC,
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1.1.6

5) Frizione idraulica.

Si consideri il seguente modello idraulico semplificato di una frizione:

= O

=m0

Snjsvﬁg SRS

Pressione di alimentazione
Portata volumetrica nella valvola
Costante di prop. della valvola
Capacita idraulica del cilindro
Pressione all'interno del cilindro
Sezione del pistone

Posizione del pistone

Velocita del pistone

Massa del pistone

Attrito lineare del pistone
Rigidita della molla

Forza della molla sul pistone

— ]

A

Chn

my

Q:L' Pl

—

b, A

@

Valvola

(K.)

[

P R=0

e Uno schema a blocchi che descrive la dinamica del sistema ¢ il seguente:

‘ ‘ P | F, | F,, |
P 6—»?: ;: 2 =; > A A‘—(T—‘—Y—A

| | | | | K, |

| % | 1 | | 1 1 |

| o | Cus | o btmys| L

| | | | | 1 }
N I W T

T €T

AK,, K,

T P(s) Comysd+ (Cr b+ Kymy)s? + (A2 + ConBon + Ky b)s + KK,

a cui corrisponde la seguente equazione differenziale del terzo ordine:

Cony Foy 4+ (C b+ Kymy,) By + (A2 4+ C Ky + K, b) Fy + K K Fy, = AK,, K, P(t)
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6) Sistema meccanico di trasmissione.

Si consideri il sistema meccanico mo- b,
strato in figura, costituito da un albe- = [ K,
ro di inerzia J, che ruota a velocita ( J - S - - - -

w, a cui & applicata la coppia esterna
7. Tramite un rullo elastico avente ri-

gidita torsionale K e raggio costan- M
te R, I'albero spinge una massa M b,

che comprime una molla lineare con :c/
coefficiente di rigidita K.

Un possibile schema a blocchi che descrive la dinamica del sistema e il
seguente:

9
A
i
Y
v
==
&

i 1 i K i i 1 i Ky i
b +Jds| | s | b+ Ms| | s |
| | el | 1 |
w*—j——*ﬂg~*§~~ ; — * ()

La funzione di trasferimento G(s) che lega l'ingresso 7 all'uscita F si
calcola facilmente utilizzando la formula di Mason :

KiK>R
G(s) = 4 3 2
a4 S* + aszS° + ass” + a1S + ay

dove:

ay = JM R?

as = (boJ + by M)R?

as = JK|+b by R?+ JKyR*+ K\ M R?
by K1+ by K1 R? + by Ky R?
K, Ky R?

ai

ap
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Rete elettricaa T

Sia data la seguente rete elettrica a T:

R,

e
| |

Supponendo che la corrente I, assorbita in uscita sia nulla, I, = 0, si determini
la funzione di trasferimento G(s) che lega la tensione di ingresso V;(s) alla
tensione di uscita V,,(s).

Un possibile schema a blocchi (non utilizzabile in simulazione) che descrive la
dinamica del sistema ¢ il seguente:

v; ,——?

|

T

Uq U
I 1 QL l 1 1
1] Il | | 12 | |
La funzione di trasferimento di determina facilmente utilizzando Mason:
%(S) 1+ RQ(C1 + CQ)S + C1CQR1R282

G(s) =

V;(S) - I+ OlRQS + CQRQS + 02R18 + 0102R1R282
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Invertendo due dei tre anelli del sistema si ottiene uno schema a blocchi
utilizzabile anche in simulazione:

V; o—
4<T>‘/1

|

'

Uq, ‘ UU
B N T
|G Ml LR
I+ i é i i i
1 A
Una corrispondente descrizione nello spazio degli stati e la seguente:
A B
: - 7 ~ —N—
v 11 1 v 1
1 RiC1  ReC R0y 1 RyCh
: - 1 1 T vi
& mG RG]V 0
Vi
w o= -1 -1 ] +[1]w
\ -~ 7/ ‘/72 N’
C D

|l determinante del grafo A & proporzionale al determinante della matrice (sI—

A):

1+ C1{Ros + CoRos + CoRys + OlOQRlRQSQ
C1CHR1 R

Si noti che la funzione di trasferimento GG(s) puo essere calcolata anche utiliz-

det(sI — A) =

zando la seguente formula:

G(s)=C(sI-A)"'B+D
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