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Per ciascuno dei test a soluzione multipla segnare con una crocetta tutte le affermazioni che si
ritengono giuste. In ogni quiz almeno una affermazione ¢ corretta.

La prova di teoria si ritiene superata se vengono totalizzati almeno 5 punti su 10; diversamente
il compito verra ritenuto insufficiente a prescindere dal risultato della seconda parte della prova
(esercizi).

1. Sia F(s) la trasformata di Laplace della funzione del tempo f(t), L[f(t)] = F'(s) (con f(t) nulla
per t < 0). La proprieta di traslazione nel tempo delle trasformate di Laplace afferma che:

O LIf(t—to)] =€ F(s)
O L[f(t —to)] = e F(s)
O LIf(t = to)] = €7 F(s)
O LIf(t —to)] = e¥/ F(s)

2. La massima sovraelongazione percentuale S% in un sistema del 2° ordine é:

gl

O 8% = 100 eVi—72;

O S% = 1005,
__ 7
O S%=100e vi-5*;
O S% =100~ 5"
3. La pulsazione di oscillazione w della risposta al gradino unitario del sistema G(s)= m e:
O w=13;
Ow= V13;
Quw=3;
Ow=2.
. . . . 1+ 3s
4. 11 valore iniziale della risposta all’impulso del sistema G(s) = —— e&:
s(1+4s)
o
O oo
O
O1

5. La risposta al gradino di un sistema del primo ordine raggiunge, dopo tre costanti di tempo
dall’applicazione dell’ingresso:

O il 100% del valore finale
(O i1 99% del valore finale
(O i1 95% del valore finale
(O il 85% del valore finale



6. Se la prima colonna della tabella di Routh di un’equazione caratteristica di 4° grado ha due
elementi negativi e i rimanenti positivi, ne segue che I’equazione caratteristica:

(O puo avere tutte le radici a parte reale positiva
(O ha solo una radice a parte reale positiva
(O ha almeno una radice a parte reale positiva

(O ha almeno una radice a parte reale negativa

7. L’errore a regime di un sistema G(s) con ingresso a parabola r(t) = £2¢2 si pud determinare

come e = % dove K, vale:
e

O K. =lim,_,0G(s)

O K. =lim,_,0sG(s)

O K, = lim,_, s*G(s)

Y (s) 582 + 2s + 3

= corrisponde all’equazione differenziale:
X s34 2+ 3s P 4

8. La funzione di trasferimento G(s) =
O 36+ 7+ 7 = 5§+ 20 + 3y
Oij+y+3y=>5c+2r+3
O3y+ij+ ¥ =>5i+2i+3w

9. Sia data la funzione di anello

Nyquist Diagram

(1+ 71'5) 0s

Gls) = Ks2 (1+7s) (1 + 1os)

=

dove le costanti T{, T1 e Ty sono positive. Il corri- o
spondente diagramma di Nyquist per le sole pul-
sazioni positive e riportato in figura. Determi-
nare per quali valori del guadagno K il sistema

02

Imaginary Axis

retroazionato risulta asintoticamente stabile:
O VK >0
O VK <0

() il sistema retroazionato & sempre instabile
(O 0 < K < K essendo K; > 0 una costante
opportuna

O Ky < K < 0 essendo Ky < 0 una costante
opportuna e Dagram

10. La risposta del sistema di cui in figura sono ripor-
tati i diagrammi di Bode al segnale
x(t) = 2sin(30t) risulta:

O y(t) = 7sin(30t + 106°); o
O y(t) = 20sin(30t — 106°); w ‘ ‘ ‘
O y(t) ~ 0.26sin(30¢ — 190°);

O y(t) ~ 7sin(30t — 106°).

Magnitude (dB)
Lo
g

Phase (deg)

107 10° 10° 10" 10° 10°
Frequency (rad/s)
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a) Determinare la trasformata di Laplace X;(s) dei seguenti segnali temporali z;():

zo(t) =1+ 3t*e ™™

oy(f) = e {COSQ(%) - 2} |

b) Calcolare la risposta impulsiva g;(t) delle seguenti funzioni di trasferimento G;(s):

352+ 7s+6 21 10
Gl = Tiss s I P L A poraAE

c¢) Dato il seguente schema a blocchi:

X (5)— H X P Y (s)

il

utilizzando la formula di Mason calcolare la funzione di trasferimento G(s) che lega I'ingresso
X(s) all’'uscita Y(s):

(s +10)
(1+7s)(s>+2s+5)(s+5)
Disegnare 'andamento qualitativo della risposta y(¢) a un gradino in ingresso di ampiezza 4,
x(t) = 4. Calcolare il valore a regime y,, dell’uscita y(t) del sistema, stimare qualitativamente
il tempo di assestamento T, del sistema e il periodo T;, dell’eventuale oscillazione smorzata.

d) Sia data la funzione di trasferimento G(s) =



e) Facendo riferimento ai diagrammi di Bode della funzione G(s) mostrati in figura

ampiezza
—

10 10°
rad/sec

300

gradi

rad/sec

si ricavi l'espressione analitica della funzione G(s).

f) Sia dato il seguente sistema retroazionato:

d(t)

G(s)

16(s +0.8)

s(s2+1.6s+16)(s+0.1)

r(t) _e(t) ” l

f.1) Determinare per quali valori del parametro K il sistema retroazionato ¢ asintoticamente

stabile.

f.2) Posto K = 1 disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist completo della funzione
d’anello KG(s). Calcolare esattamente la posizione oy di un eventuale asintoto, le eventuali
intersezioni con l’asse reale e i corrispondenti valori delle pulsazioni.

£.3) Posto K = 0.5, calcolare 'errore a regime e(0o) quando sul sistema retroazionato agiscono

contemporaneamente il segnale r(t) = 10¢ e il disturbo d(t) = 5 cos(t).

f.4) Posto K = 1, tracciare (nello schema fornito in allegato) i diagrammi di Bode delle ampiezze

s).

Indicare sui diagrammi il margine di ampiezza e il margine di fase. Infine, fornire una stima

e delle fasi del guadagno di anello K G(

della larghezza di banda del sistema retroazionato.

g) Non é richiesto lo svolgimento di questo esercizio agli iscritti ad Ingegneria Am-

bientale.

Con riferimento al sistema descritto nell’esercizio f), tracciare qualitativamente il luogo delle
radici del sistema retroazionato per valori positivi del parametro K. Determinare esattamente

gli asintoti, il centro degli asintoti, le intersezioni con I’asse immaginario e i corrispondenti valori
del guadagno K. Determinare gli eventuali punti di diramazione solo qualitativamente.
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1. Sia F(s) la trasformata di Laplace della funzione del tempo f(t), L[f(t)] = F'(s) (con f(t) nulla
per t < 0). La proprieta di traslazione nel tempo delle trasformate di Laplace afferma che:

O LIf(t—to)] =€ F(s)
O L[f(t —to)] = e F(s)
Q@ L[f(t —to)] = e7* F(s)
O LIf(t —to)] = e¥/™ F(s)

2. La massima sovraelongazione percentuale S% in un sistema del 2° ordine e:

gl

O 8% = 100 eVi—72;

O S% = 1005,
__ 7
@ S% =100e Vi-é2;
O S% =100~ 5"
3. La pulsazione di oscillazione w della risposta al gradino unitario del sistema G(s)= ﬁ e:
O w=13;
Ow= \/ﬁ;
Q w=3;
O w=2.
N . . . 1+ 3s
4. 11 valore iniziale della risposta all'impulso del sistema G(s) = —— &:
s(1+4s)
0o
O o
® i
O1

5. La risposta al gradino di un sistema del primo ordine raggiunge, dopo tre costanti di tempo
dall’applicazione dell’ingresso:
(O il 100% del valore finale
(O i1 99% del valore finale
Q) il 95% del valore finale
(O il 85% del valore finale



6. Se la prima colonna della tabella di Routh di un’equazione caratteristica di 4° grado ha due
elementi negativi e i rimanenti positivi, ne segue che I’equazione caratteristica:

Q) puo avere tutte le radici a parte reale positiva
(O ha solo una radice a parte reale positiva

& ha almeno una radice a parte reale positiva
(O ha almeno una radice a parte reale negativa

7. L’errore a regime di un sistema G(s) con ingresso a parabola r(t) = £2¢2 si pud determinare
come e = % dove K, vale:

O K. =lim,_,0G(s)
O K. =lim,_,0sG(s)
QR K. = lim, o s*G(s)
Y (s) 552 + 25+ 3

8. La funzione di trasferimento G(s) = X6~ P 1273 corrisponde all’equazione differenziale:
s3+ s s

QO 3¢ +i+% =5j+2y+3y
Oi+y+3y=5t+2x+3
QR 3y+i+ Y =>5i+2%+ 3w

9. Sia data la funzione di anello

Nyquist Diagram

(1+75)

Gls) = K52 (1+7s) (1 + 1os)

dove le costanti 7‘{, Ti € To sono positive. Il corri- o
spondente diagramma di Nyquist per le sole pul-
sazioni positive e riportato in figura. Determi-
nare per quali valori del guadagno K il sistema
retroazionato risulta asintoticamente stabile:

O VK >0
O VK <0
() il sistema retroazionato & sempre instabile

Q® 0 < K < Kj essendo K; > 0 una costante
opportuna

O Ky < K < 0 essendo Ky < 0 una costante
opportuna e Dagram

02

Imaginary Axis
°

10. La risposta del sistema di cui in figura sono ripor-
tati i diagrammi di Bode al segnale
x(t) = 2sin(30t) risulta:

Magnitude (dB)
Lo
g

O y(t) = 7sin(30t + 106°); o
O y(t) = 20sin(30t — 106°); ol | | ‘
O y(t) ~ 0.26sin(30t — 190°);
Q) y(t) ~ 7sin(30t — 106°).

Phase (deg)

107 10° 10° 10" 10° 10°
Frequency (rad/s)
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a) Determinare la trasformata di Laplace X;(s) dei seguenti segnali temporali z;(t):

2t
71(t) = e [0082( ) _ 2] : To(t) =1+ 3t*e ™™
Soluzione:
1 (s+2) 2 17
Xi(s) = = - Xo(s) = -
1(s) 2(s+2)2+4 s+2 2(s) s T Grop

b) Calcolare la risposta impulsiva g;(¢) delle seguenti funzioni di trasferimento G;(s):

352+ 7s+6 21 10
Gi(s) =22 T 0570 Ca(s) =
)= T80 2(s) GA3P+7  (515)

Soluzione:
La funzione G (s) puo essere riscritta come

2 4

G =3
1(5) +s+1 s+ 2

pertanto la sua risposta impulsiva risulta
gi(t) =35(t) +2e7" — de?.

La funzione G(s) puo essere direttamente antitrasformata di conseguenza la sua risposta

impulsiva risulta
ga(t) = 3e7% sin(7t) + 5t2e

c¢) Dato il seguente schema a blocchi:

X (s)— H X P Y (s)

i

utilizzando la formula di Mason calcolare la funzione di trasferimento G(s) che lega l'ingresso
X(s) all’'uscita Y(s):

Y(s) HP+GP
X(s) 1+HP+HK+GK~+GP

G(s) =



(s +10)
(1+7s)(s>+2s+5)(s+5)
Disegnare 'andamento qualitativo della risposta y(¢) a un gradino in ingresso di ampiezza 4,
x(t) = 4. Calcolare il valore a regime y,, dell’uscita y(t) del sistema, stimare qualitativamente
il tempo di assestamento T, del sistema e il periodo T, dell’eventuale oscillazione smorzata.
Soluzione: Il sistema ha un polo reale dominante p = —1/7 pertanto la risposta al gradino sara
di tipo aperiodico. In figura e riportata la risposta del sistema.

d) Sia data la funzione di trasferimento G(s) =

1.6

141

121

T o081

0.6

0.4}

0.2

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
|
0 | | | | Ta |
0 5 10 15 20 25 30
t [s]

Il valore a regime dell’uscita per un gradino in ingresso di ampiezza A = 4 risulta
Yoo = AG(0)=4-04=1.6
La costante di tempo del polo dominante ¢ 7 = 7 per cui il tempo di assestamento T, ¢
T,=317=21s,

Non esiste oscillazione.



e) Facendo riferimento ai diagrammi di Bode della funzione G(s) mostrati in figura

ampiezza

10 10 10 10° 10°
rad/sec

rad/sec

si ricavi l'espressione analitica della funzione G(s).

Soluzione
(s+2)
(s2 4+ 30s + 900)

G(s) = —450

f) Sia dato il seguente sistema retroazionato:

d(t) G(s)

r(t) e(t) L 16(s + 0.8) y(t)
4T7 K (s + 1.6s + 16)(s + 0.1)

f.1) Determinare per quali valori del parametro K il sistema retroazionato & asintoticamente

stabile.
Soluzione:
I’equazione caratteristica del sistema retroazionato e
16 0.8
1+K (s +0.8) =0 — s'4+1.75°4+16.165°+(1.6+16 K )s+12.8K = 0

s(s?+1.6s+ 16)(s + 0.1)

La corrispondente tabella di Routh e la seguente

4 1 16.16 128K

3 1.7 1.6 + 16K

2 25.87 — 16 K 21.76 K — K <1617
1{41.39 + 351.36 K — 256 K> — —011< K <148
0 21.76 K - K >0

Quindi il sistema retroazionato e asintoticamente stabile per:

0<K<148=K"



La pulsazione w* corrispondente al valore limite K* é:

w* =14/ % ~ 3.8562 rad/s

f.2) Posto K = 1 disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist completo della funzione
d’anello KG(s). Calcolare esattamente la posizione oy di un eventuale asintoto, le eventuali
intersezioni con l'asse reale e i corrispondenti valori delle pulsazioni.

Soluzione:
I1 diagramma di Nyquist della funzione G(s) e riportato in figura.

Nyquist Diagram

1500

1000 -

Imaginary Axis

-1000 [~

~1500 | | | | L L
-80 =70 -60 =50 -40 -30 -20 -10 0
Real Axis

8
G = —
o(s) S
pertanto il diagramma parte all'infinito con fase iniziale ¢y = —7.
La funzione approssimante per w — oo ¢
16
Goo(s) = 33
e quindi il diagramma giunge nell’origine con fase finale ¢, = —%7?.
Il parametro A, vale
1 1.6 1
A, =—————=-88,<0
0.8 16 0.1

pertanto il diagramma parte in ritardo rispetto alla fase iniziale (.
Il sistema e di tipo 1 pertanto esiste un asintoto verticale la cui ascissa e

o9 =8A, =-70.8

Il parametro A, vale
A,=-08416+01=09>0



£.3)

£.4)

pertanto il diagramma arriva in anticipo rispetto alla fase finale ¢..
Lo sfasamento complessivo e
Ap=—7

Esiste un’unica intersezione con 1’asse reale che, in virtu dell’analisi svolta con Routh al
primo punto, risulta all’ascissa

oF = —1/K* = —1/1.18 = —0.6757

La corrispondente pulsazione ¢ w* = 3.8562.
Posto K = 0.5, calcolare l'errore a regime e(0o) quando sul sistema retroazionato agiscono
contemporaneamente il segnale r(t) = 10t e il disturbo d(t) = 5 cos(t).

Soluzione:
Dato che il sistema e lineare e soggetto quindi alla sovrapposizione degli effetti, 1’errore
E(s), espresso mediante la trasformata di Laplace, risultera:

E(s) = E.(s) + Ea(s)

dove E,(s) ¢ l'errore dovuto al riferimento mentre F4(s) ¢ lerrore dovuto al disturbo.
L’errore e,(00) dovuto al riferimento sara costante ma diverso da zero in quanto si considera
un ingresso a rampa in un sistema di tipo 1 e sara quindi dato da:

Ry 10

r = 2.
e, (00) X 5

dove Ry = 10 e la pendenza della rampa e K, ¢ dato da

lims KG(s) =4

s—0
L’errore dovuto al disturbo d(t) € dato da:
Ea(s) = Fa(s)D(s)

dove D(s) e la trasformata di Laplace di d(t) e Fy(s) e la funzione di trasferimento tra D(s)
e E4(s) che vale
G(s) —16s — 12.8
1+ KG(s) s*+1.783 4+ 16.1652 + 9.65 + 6.4

Fd(S) =

Essendo d(t) un segnale sinusoidale, per trovarne la risposta a regime si sfrutta il concetto
di risposta armonica, per cui e4(t) = 5|Fy(j1)| cos(t + arg{ Fy(j1)}) con |Fy(j1)| = 1.737 e
arg{ Fy(j1)} ~ 93.38°. In conclusione

e(00) = e,(00) + e4(00) = 4 + 8.685 cos(t + 93.38°)

Posto K = 1, tracciare (nello schema fornito in allegato) i diagrammi di Bode delle ampiezze
e delle fasi del guadagno di anello K G(s).

Indicare sui diagrammi il margine di ampiezza e il margine di fase. Infine, fornire una stima
della larghezza di banda del sistema retroazionato.

Soluzione:

In figura sono riportati i diagrammi di Bode del sistema. Sul diagramma asintotico delle
ampiezze il guadagno 3 in corrispondenza della pulsazione w = 0.1¢ g = }0%} = 80 = 38 dB.
Il coefficiente di smorzamento della coppia di poli complessi coniugati € 6 = 0.2 pertanto si
avra M, = 2—15 =2.5~8dB.



ampiezza
100 T

50 : ‘ ‘ 1

db
4

|
|
|
|
50 [
|
|
|

10" 10° 10 10 10

-250

-300

rad/sec

Il margine di ampiezza risulta : M, = 3.41dB per w = 3.86 rad/sec, e il margine di fase:
My ~ 54.5° per w = 1.3 rad/sec.

La banda del sistema retroazionato puo essere stimata sulla base della pulsazione di incrocio
del sistema in catena aperta e sara quindi circa [0, 1.3] rad/sec.

g) Non é richiesto lo svolgimento di questo esercizio agli iscritti ad Ingegneria Am-
bientale.

Con riferimento al sistema descritto nell’esercizio f), tracciare qualitativamente il luogo delle
radici del sistema retroazionato per valori positivi del parametro K. Determinare esattamente
gli asintoti, il centro degli asintoti, le intersezioni con I’asse immaginario e i corrispondenti valori
del guadagno K. Determinare gli eventuali punti di diramazione solo qualitativamente.

Soluzione: Essendo 3 il grado relativo del sistema, esistono 3 asintoti che formano una stella
con centro nel punto sull’asse reale di ascissa

1
00 = 5(~01-16+08) = 03

Il Tuogo delle radici finale e riportato nella seguente figura.



Root Locus

10

Imaginary Axis (seconds_l)
|

N

T

|

-10 1 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Real Axis (seconds’l)

Dall’analisi svolta mediante il criterio di Routh, risulta che il luogo delle radici attraversa I'asse

immaginario, passando dal semipiano sinistro a quello destro, in corrispondenza di s* = +jw* =
+453.8562, per K = K* = 1.48.
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