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Si risolvano i seguenti esercizi.

a.1) Calcolare la trasformata di Laplace X (s) dei seguenti segnali temporali x(t):

z1(t) =43 + e %sin(21¢), zo(t) = 2te* + 5 cos(3t)
Soluzione: 04 5 5 5
s
X(s)=2gp = Xo(s) =
) =3+ (s +6)2 422 2(s) G-42 249

a.2) Calcolare la risposta impulsiva ¢(t) delle seguenti funzioni di trasferimento G(s):

2 (s+3)e %
= G =
Gils) =3+ s(1+ s)(1+ 2s)’ 2(s) (s +3)2 425
Soluzione:
0 t<3
t)=36()+2+2e " —4e 00 t) =
gl( ) ( )_I_ +2Ze € ) 92( ) { 6_3(t_2) COS(5(t . 2)) ¢ Z 2
Infatti, per la seconda parte G (s) della funzione G(s) si ha:
~ 1 2 2 4
LG =L =L" |- — =2+42e "t — 4705
60 =2 | rmran) =5 o e n wreg) <
b) Relativamente allo schema a blocchi riportato in figura, calcolare le funzioni di trasferimento
G e Go(s):
1(s) 2(s) Y (s) |
a Y(s) ABC(14+DE) Xi(s) 'T' 1B ~—71— ’T' 5
1(s) = X1(s)  1+AB’C+CD+DE+AB2CDE |
A C D E |
|
|

_ Y(s) _ —CDE
Ga(s) = Xa(s) — 1+AB2C+CD+DE+AB2CDE
D | B >—><L<—<7"4>—><L<—1X2(5)

c¢) I diagrammi riportati sotto sono relativi a due sistemi a fase minima G1(s) e Ga(s).
Per ciascuno dei due sistemi e nei limiti della precisione consentita dai grafici, calcolare:

Y
Y

c.1) il margine di ampiezza M, del sistema;

c.2) il margine di fase M, del sistema;

c.3) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di fase M, = 50;
c.4) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di ampiezza M, = 5;



I parametri richiesti hanno il seguente valore:

G1(jw) Ga(jw)
Diagramma di Nichols Diagramma di Nyquist
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Phase [degrees] Real
c1l) M,=881db =276 cl) M,=113
¢.2) M, =198 ¢.2) M, =214
¢.3) K,=-73db =0.431 ¢.3) K, =0.855
cd) K,=-517db =0.552 cd) K, =0226
Sia dato il seguente sistema ad anello aperto:
G(s)

r(t) 2(s + 0.2)(s + 50) y(t)

(s +1)(s%+ 25+ 36)

d.1) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 1.

Le funzioni approssimanti Go(s) e Goo(s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

2
Go(s) = 0.55556, Go(s) = e
Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
T
o =0, Yoo = —5-

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno ( alla pulsazione w = 0.2 e il guadagno =
alla pulsazione w = 50 sono:

B =|Go(s)| gy = 0.5556 = —5.105 db, v = |Goo(8)| _sg = 0.04 = —27.96 db.

Coefficienti di smorzamento dei poli complessi coniugati: §; = 0.16667.
I diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 2.

d.2) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G(s). Cal-
colare esattamente la posizione o, di un eventuale asintoto verticale.

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) € mostrato in Fig. 3. La fase iniziale
del sistema ¢ ¢y = 0. Per w — 07 il diagramma parte in anticipo rispetto a tale fase in quanto
la somma delle costanti di tempo del sistema e positiva:

1 2
AT = — —1-—==3.964 .
T 5+50 36 3.964 > 0
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Figura 1: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Figura 2: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Diagramma di Nyquist
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Figura 3: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).

Il sistema ¢ di tipo 0 per cui nel diagramma di Nyquist non e presente nessun asintoto. Partendo
dalla fase iniziale ¢y = 0, la variazione di fase Ay che il sistema subisce per w €]0, oo| é:

T T T T
Ap=—4————1=——.
R R S
Ne segue che il vettore G/(jw) ruota di —F in senso orario per raggiungere la fase finale ¢, = —7.
Per w — oo il diagramma arriva in ritardo rispetto alla fase finale ¢, = —7 in quanto la somma

A, del sistema e negativa:

A, =—02—-50+1+2=—472<0.

d.3) Disegnare I'andamento qualitativo y(t) della risposta al gradino unitario del sistema G(s).

Valore a regime y., per t — oc: 4 ] isposta al gradin,
351 M
Yoo = 0.55556,
sl
Tempo di assestamento T}:
25
T, ~ 35, =7
151
Il periodo T, dell’eventuale oscil- A
lazione smorzata:
27T os5f - o == Yo
T, ~— ~1.1s, . ‘ | Ta | ‘
6 0 1 2 3 4 5 6
Time [s]
e) Sia dato il seguente sistema ad anello aperto:
G(s)
r(t) 10(s + 1)(s + 50) y(t)

s(s+ 10)2




e.1) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 4.
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Figura 4: Diagrammi di Bode della funzione G(s).

Le funzioni approssimanti G(s) e G (s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

5 K 10
GQ(S) = ; = ?, GOO(S) = ?
Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
s T
Yo = _§a Poo = _5

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno [ alla pulsazione w = 1 e il guadagno ~
alla pulsazione w = 50 sono:

p=|Go(s)|,-; =5=13.98 db, Y = [Goo(8)] 5o = 0.2 = —13.98 db.
I diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 5.

e.2) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G(s).

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) & mostrato in Fig. 6. La fase iniziale del

sistema ¢ ¢g = —5. Per w — 07 il diagramma parte in anticipo rispetto a tale fase in quanto la
somma delle costanti di tempo del sistema e positiva:
1 1 1
Ar=14———— — =0.82>0
50 10 10

Il sistema e di tipo 1 per cui esiste un asintoto. La posizione dell’asintoto e la seguente:
o,= KA, =5-(0.82) =4.1.

Partendo dalla fase iniziale py = —7, la variazione di fase Ay che il sistema subisce per w €
10, oof &
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Figura 5: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Figura 6: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).




Ne segue che il vettore G(jw) ruota di 0 in senso orario per raggiungere la fase finale ¢, = —7.

Per w — oo il diagramma arriva in ritardo rispetto alla fase finale oo, = —7 in quanto la somma
A, del sistema & negativa:

A,=-1-50+10+10=-31<0.

Si faccia riferimento ai diagrammi di Bode della funzione G(s) mostrati in figura.

Diagramma dei moduli
. T

Nei limiti della precisione consentita dal
grafico, ricavare l'espressione analitica della
funzione G(s).

Mag (db)

12(5s5+1)(s—T7)2
s(s+1)(s2— 205 + 10000)

G(s) =

Stimare in modo approssimato eventuali
valori di ¢.

Phase (deg)

Frequency [rad/s]

Soluzione. La funzione di trasferimento del sistema ¢ la seguente:

12055+ 1) (s =T7)?
G08) = S5 1) (52 = 205 + 10000)

Il valore K = 60 pud essere calcolato in due modi diversi:

1) calcolando il modulo 8 dell’approssimante Gy(s) in corrispondenza della pulsazione w = 0.2:

0.00098 K
5

_ 0.00098K

00 f~-106db~0.294 = K ~60.

oo, = |

s=0.2j
2) calcolando il modulo 7y dell’approssimante G, (s) in corrispondenza della pulsazione w = 100:

K K

= = =y~ —444db~06 — K ~ 60.
5 |y100; 100

|GOO(S)|5:100]' =

I coefficienti di smorzamento ¢ delle coppie di poli o zeri complessi coniugati presenti all’interno
della funzione G(s) sono i seguenti:

(2—20s+100%) — M, ~14db=>5 —~ 0=gp—~01

(2= Ms+7) = M, ~-602db=05 — 0= ~1

I valori M, si leggono sul diagramma di Bode dei moduli come distanza tra il diagramma
asintotico e il diagramma reale alla pulsazione w;,.
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Si risponda alle seguenti domande.

1. Scrivere la funzione di trasferimento G(s) corrispondente alla seguente equazione differenziale:

Y(s)  4s5+3
X(s) s3+2s2+5

U)+24t)+5y(t)=4x(t)+3z2(t) — G(s)=

2. La trasformata di Laplace:

& & un operatore biunivoco; (O e applicabile a qualunque segnale
(O trasforma equazioni differenziali di (t);
variabile complessa in equazioni alge- ) trasforma equazioni differenziali di
briche di variabile reale; variabile reale in equazioni algebriche

di variabile complessa;
3. Calcolare il valore iniziale y, = lim y(t) e il valore finale Yo = tlim y(t) del segnale y(t)
t—0 —00
corrispondente alla seguente trasformata di Laplace Y (s):

6(s*+3s+1)

Y = 5 orms —3)

y0:3 yoo:/H

4. Calcolare I'evoluzione libera del sistema 2gy(t) + 3y(t) = 0 partendo dalla condizione iniziale
y(0) = 2. Applicando la trasformata di Laplace si ha:

2

2(sY(s) =2 +3Y(s) =0 — Y(s)=_——"=

— y(t) =2 151

5. Calcolare la risposta a regime y(t) del sistema G(s) quando in ingresso ¢ presente il seguente
segnale sinusoidale z(t):

G(s)
z(t) =10 +5cos(3t) [ 5+ 1 y(t) ~ 2 4+ /10 cos(3t + arctan 3 — arctan %)
s+ 4

6. Disegnare 'andamento qualitativo y; () della risposta al gradino unitario del seguente sistema:

6000(20 + 0.3s)(s* + 60s + 90?)
(3s +210)(2s 4 150) (s + 3s + 40)(s2 + 80s + 3600)

Risposta al gradino
T : i

G(s) =

0.35

Calcolare inoltre:

a) il valore a regime y,, della risposta al gradino I

per t — oo; 025¢

b) il tempo di assestamento T, della risposta al w N S ¥
gradino y; (t); s

¢) il periodo T, dell’eventuale oscillazione smor- T o1st

zata presente sul segnale y;(t):

Yoo = 21429, T, ~ 2s, T, ~—~1s. 005y

. . . .
0 0.5 1 15 2 25 3
Time [s]



10.

11.

12.

13.

14.

. Nella scomposizione in fratti semplici, qual e la posizione p; 5 e il grado di molteplicitd v della

coppia di poli complessi coniugati p; » = o+ jw corrispondente all’andamento temporale g, (t) =
3tetcos(ht +4):
Pi2=0Lfjw=2+£35 v=2

a

. Calcolare i parametri a e b della funzione di trasferimento G(s) = ;45 caratterizzata da un

b
guadagno statico G(0) = 3 e da un tempo di assestamento T, = 0.6 s alla risposta al gradino:

a
G(s) p—— — a =15, 5

. Un sistema G(s) retroazionato ¢ asintoticamente stabile se e solo se :

® il margine di fase M, > 0; O il margine di ampiezza M, > 0;
O il margine di fase M, > 1; & il margine di ampiezza M, > 1;
La fase ¢ di un numero reale negativo —K < 0 e, Vke Z:

O ¢ = 2km, QR ¢ =7+ 2km, R p=m, O p=7+km,

Quando si utilizza la formula di Mason, un percorso di uno schema a blocchi:

(O & una successione di rami e nodi adia- () e caratterizzato da un coefficiente P
centi senza anelli in cui ogni elemento dato dalla somma dei guadagni dei
puo essere attraversato piu volte; rami che compongono il percorso;

Q) puo attraversare giunzioni sommanti; () quando e chiuso si chiama anello;

3(1—s)

Sia dato il diagramma di Nyquist (vedi figura) della seguente funzione R

Utilizzando il criterio di Nyquist ¢ possi-
bile affermare che il sistema retroazionato 2

Diagramma di Nyquist

K G(s) ¢ stabile per i seguenti valori di K:
gl 222.7&(4.2_8—\\\
QR K < K < K3 . o/
O Ky <K< K;<0; .
O0< K} <K < K3; £
O (K < K§) U (K > K3);
Indicare i valori dei parametri K7 e K3: 3}
P 1 .2 s 2 1 o 1 2 s 4
Kl = _§7 K2 = g Real

Enunciare il criterio di Nyquist nella formulazione valida anche per sistemi instabili ad anello
aperto. Fornire sia I'ipotesi che la tesi del criterio.

Criterio di Nyquist. Nell’ipotesi che il sistema ad anello aperto non presenti poli immaginari,

eccezion fatta per un eventuale polo nullo semplice o doppio, condizione necessaria e sufficiente
affinché il sistema in retroazione sia asintoticamente stabile ¢ che il diagramma polare completo
della funzione F(jw) circondi il punto critico —14j0 tante volte in senso antiorario quanti sono
i poli di F'(s) con parte reale positiva.

Scrivere il modulo M(w) = |G(jw)| e la fase p(w) = argG(jw) della funzione di risposta
armonica del seguente sistema G(s) supponendo ¢y, > 0:

ofe) = L e {

M (w) = gt

¢(w) = — arctan 2 + arctan 2w — 31 + 2arctan & — 2tow



