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Si risolvano i seguenti esercizi.

a.1) Calcolare la trasformata di Laplace X (s) dei seguenti segnali temporali x(t):

z1(t) = (2 4+ 3e7) cos(6t), To(t) = (4 +52) e?!

Soluzione:

2s 3(s+5) 4 10

N = e T Gror e AR P R

a.2) Calcolare la risposta impulsiva g;(t) delle seguenti funzioni di trasferimento G;(s):

4 12
Gi(s) = Ga(s) =5
)= s ) 2(s) =5+ gy
Soluzione: A
g1(t) = s [e 00t — e g2(t) = 55(t) + 230!
b) Relativamente allo schema a blocchi di figura, calcolare la funzione di trasferimento G1(s) = §E‘3 ;
F
X(s) %Eg-‘ Y(s)
A G —
Gi(s) = AG+ F(1+ AD) - T-
"W T13AD+ FE + AGBD + AGE + ADEF 5 5
E

c¢) I diagrammi riportati sotto sono relativi a due sistemi a fase minima G1(s) e Ga(s).
Per ciascuno dei due sistemi e nei limiti della precisione consentita dai grafici, calcolare:

c.1) il margine di ampiezza M, del sistema;

c.2) il margine di fase M, del sistema;

c.3) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di fase M, = 50;
c.4) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di ampiezza M, = 5;



I parametri richiesti hanno il seguente valore:
Gi1(jw) Ga(jw)
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c.l) M,=—-4.44db =0.6 c.l) M,=1.2
c2) M,=-148 c2) M,=103
C 3) K,=-146db =0.185 0.3) K, =0.563
cd) K,=-184db =0.12 cd) K,=024

Sia dato il seguente sistema retroazionato:
G(s)
r(t) e(t) (s + 3) (s + 40) y(t)

T K s2(s+0.1)

d.1) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile. L’e-
quazione caratteristica del sistema retroazionato e:

(s +3) (s + 40)
s2(s+0.1)
La tabella di Routh ha la seguente struttura:

3 1 43K
2 K +0.1 120K
1|43K? —115.7K

0 120K

1+ K

=0 — 4+ (K+0.1)s>+43Ks+ 120K =0

Imponendo che tutti gli elementi della prima colonna della tabella di Routh siano positivi si
ricavano i seguenti vincoli:

K +0.1>0, 43K?* — 115.7K > 0, 120K > 0,
dai quali si ricava:
K > —0.1, (K <0)U (K >2.6907), K > 0.
Quindi il sistema retroazionato e asintoticamente stabile per:
K > 2.6907 = K.

La pulsazione w; corrispondente al valore limite K e:

120,
=N\ or - 100

2



d.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 1.

Diagramma asintotico dei moduli
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Figura 1: Diagrammi di Bode della funzione G(s).

Le funzioni approssimanti G(s) e G (s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

1200 1

2 7

GO(S)

S

Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
7r

o = -, oo = 5

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno [ alla pulsazione w = 0.1 e il guadagno ~

alla pulsazione w = 40 sono:

B=1Go(5)],_y, = 1.2¢ + 05 = 101.6 db, v = |Goo(8),_so = 0.025 = —32.04 db.

I diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 2.

d.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G(s). Cal-
colare esattamente la posizione o, di un eventuale asintoto verticale.

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) € mostrato in Fig. 3. La fase iniziale

del sistema ¢ g = —7. Per w — 07 il diagramma parte in ritardo rispetto a tale fase in quanto
la somma delle costanti di tempo del sistema e negativa:
A ! + ! 10 9.642 < 0
T=-+4+——10=-9. .
3 40
Il sistema ¢ di tipo 2 per cui nel diagramma di Nyquist non e presente nessun asintoto. Partendo
dalla fase iniziale ¢y = —, la variazione di fase Ay che il sistema subisce per w €]0, oo é:
T w7
Ap=-+-—-=+.

2 2 2 2
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Figura 2: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Figura 3: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).



Ne segue che il vettore G(jw) ruota di 7 in senso antiorario per raggiungere la fase finale

Yoo = —%. Per w — oo il diagramma arriva in ritardo rispetto alla fase finale ¢, = —7 in

quanto la somma A, del sistema e negativa:

A, =—3—-40+0.1=—-429 <0.

Sia dato il seguente sistema retroazionato:
G(s)
r(t) e(t) (s — 10) y(t)

I K (s240.2s+1)

e.1) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile. L’e-
quazione caratteristica del sistema retroazionato e:
(s —10)

1+ K =0 — 24+ (K+02 1.0—10K) =0
+ 102511 s+ (K +0.2)s + ( )

La tabella di Routh ha la seguente struttura:

2 1 1.0 - 10K
1] K+0.2
0]1.0-10K

Imponendo che tutti gli elementi della prima colonna della tabella di Routh siano positivi si
ricavano i seguenti vincoli:

K +0.2>0, 1.0 - 10K > 0,

dai quali si ricava:
K> —-0.2, K <0.1.

Quindi il sistema retroazionato € asintoticamente stabile per:
K, =-02< K <0.1.
La pulsazione w; corrispondente al valore limite K e:

Wy = 1‘0%10[(1 = 1.7321.

e.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 4.

Le funzioni approssimanti G(s) e G (s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:
Go(s) = —10, Guools) = —.

Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
™
Yo = —T, Yoo = 75

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno [ alla pulsazione w = 1 e il guadagno v
alla pulsazione w = 10 sono:

B = |Go(s)|,_, = 10 = 20 db, ¥ = [Goo($)],_yg = 0.1 = =20 db.



Diagramma asintotico dei moduli

Figura 4: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Figura 5: Diagrammi di Bode della funzione G(s).



Diagramma di Nyquist
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Figura 6: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).

Coefficienti di smorzamento dei poli complessi coniugati: 6; = 0.1.

I diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 5.
e.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G(s).
Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) € mostrato in Fig. 6. La fase iniziale

del sistema ¢ pg = —m. Per w — 07 il diagramma parte in ritardo rispetto a tale fase in quanto
la somma delle costanti di tempo del sistema e negativa:
1 1
Ar=——--=-03<0.
—-10 5
Il sistema ¢ di tipo 0 per cui nel diagramma di Nyquist non e presente nessun asintoto. Partendo
dalla fase iniziale ¢y = —m, la variazione di fase Ay che il sistema subisce per w €]0, oo é:

T 37
Ap=-"_p=_2T
L 2

Ne segue che il vettore G(jw) ruota di —37” in senso orario per raggiungere la fase finale ¢, =
—%5. Per w — oo il diagramma arriva in anticipo rispetto alla fase finale ¢, = —% in quanto la

somma A, del sistema & positiva:

A,=10+02=102> 0.

f) Si faccia riferimento ai diagrammi di Bode della funzione G(s) mostrati in figura.
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Soluzione. La funzione di trasferimento del sistema ¢ la seguente:

Gl(s) = 4000 (s +0.1) (s> — 25+ 4)
~ 5(s2+ 654 900) (s + 200)2

Il valore K = 4000 pud essere calcolato in due modi diversi:
1) calcolando il modulo § dell’approssimante Gg(s) in corrispondenza della pulsazione w = 0.1:

1.111- 108 K
s

CL111-10%K

o B~ —67db~0.000444 = K ~ 4000.

oo, = |

s=0.17
2) calcolando il modulo 7y dell’approssimante G, (s) in corrispondenza della pulsazione w = 200:

K
$=200 j 2007

K

52

=v~-20db~0.1 — K =~ 4000.

‘GOO(S>|3:2OOJ' -

I coefficienti di smorzamento ¢ delle coppie di poli o zeri complessi coniugati presenti all’interno
della funzione G(s) sono i seguenti:

(24654302 — M, ~14db=5 — 0=l =01
(s*=2s+2°) — M, ~0db=1 — §=55—=05

I valori M, si leggono sul diagramma di Bode dei moduli come distanza tra il diagramma
asintotico e il diagramma reale alla pulsazione w;,.
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Si risponda alle seguenti domande.

1. Scrivere la funzione di trasferimento G(s) corrispondente alla seguente equazione differenziale:

Y (s) 652+7

2y (t) +34(t) +5y(t) +y(t) =62(t) +Tx(t) — G(S):X(s):253+332+53+1

-3
2. Sia dato il diagramma di Nyquist della funzione G(s) = m
s
In base al criterio di Nyquist ¢ possibile af- T
fermare che il sistema retroazionato K G(s) =
e stabile per i seguenti valori di K: i ‘
8 1 1
—2.667=—- < K < - =0.333 o
3 3 o
Calcolare dal grafico, in modo approssimato, o8] \ .
i valori limite dell’intervallo di ammissibilita Al S S o
del parametro K. L .

3. Calcolare la risposta a regime y(t) del sistema G(s) quando in ingresso € presente il seguente
segnale sinusoidale z(t):

G(s)
z(t) =6+ 5cos(3t) [s+1 y(t) ~ % + /10 cos(3t + arctan 3 — arctan %)
s+ 4

4. Posto ag # 0, 'equazione ausiliaria che si ottiene dalla tabella di Routh quando tutti gli elementi
di una riga si annullano:
Q) ha radici simmetriche rispetto all’origine
& & composta solo da termini di grado pari in s
(O e composta solo da termini di grado dispari in s

Q) ha radici simmetriche rispetto all’asse immaginario
5. Nella graficazione qualitativa del diagramma di Nyquist di una funzione G(s), il parametro A,:
(O quando e maggiore di 0 indica che il diagramma di Nyquist parte in ritardo rispetto a g
& quando & maggiore di 0 indica che il diagramma di Nyquist parte in anticipo rispetto a g
Q) si calcola come A, =" 7/ — Z;:lh 7;, dove 7/ e 7; sono le costanti di tempo, rispettiva-
mente, degli zeri e dei poli di G(s)
O si calcola come A, = > 7/ —Z?:_lh 7;, dove 7/ e 7; sono costanti di tempo, rispettivamente,
dei poli e degli zeri di G(s)
6. Calcolare il valore iniziale yy = lir(l)q+ y(t) e il valore finale y,, = tlim y(t) del segnale y(t)
t— —00

corrispondente alla seguente trasformata di Laplace Y (s):

 2(5—3s)(s+3) R B
V) = 5T D6s 1 10) P70 Yoo = 3




7. Nella graficazione qualitativa del diagramma di Nyquist di una funzione G(s), il parametro A:

() si calcola a partire da tutti i poli e gli zeri del sistema, inclusi quelli nell’origine

Q) indica di quanto ruotare rispetto all’origine nel collegare il punto iniziale G(j0") al punto
finale G(joo)

(O indica quante semicirconferenze all’infinito vanno tracciate
(O indica di quanto ruotare rispetto all’origine nel collegare il punto finale G(joo) al punto
iniziale G(j07)
8. Calcolare I'evoluzione forzata del sistema 5y(t) + 3 y(t) = 10x(t), con z(t) = §(¢). Applicando
la trasformata di Laplace si ha:

2
S+

55Y(s)+3Y(s) =10 — Y(s)= — y(t) = 27001

ot

9. a) Scrivere, in funzione dei segnali F'(t) e y(t), 'equazione differenziale corrispondente alla
seguente funzione di trasferimento G(s):
Y (s) 50

G) = T = 7T 2s 1100 S () + 29(t) + 100y(t) = 50 F(t)

Risposta al gradino

b) Nel riquadro a fianco disegnare 1'an- T
damento qualitativo y(t) della risposta al
gradino unitario.
c) Calcolare il valore a regime ¥, il tempo
di assestamento T}, e il periodo di oscillazione Sost i\ AN TS o
T., della risposta al gradino y(t):
27T 0.2 !

o — 05, Ta ~ 3 S, Tw >~ — = 063 0.1 i

Y 10 |/ S N N L

10. Calcolare l'errore a regime e(oo) per i seguenti sistemi retroazionati:

r(t) =3 e@As + D] y(t) r()=4t e[ 9 Jylt) rt)=2 e®)] s+3 |yt

(3+5)° s(s +1) s*(s+1)
3 27 4 4
e(o0) = T i3 2.08 e(c0) = g = 0-444 e(c0) = 5 = 1.333
9

11. Nella risposta al gradino di un sistema del secondo ordine, il tempo di ritardo 7.

(O ¢ il tempo che impiega 1'uscita per passare dal 10% al 90% del valore finale
Q) ¢ il tempo che impiega 'uscita per raggiungere il 50% del valore finale

(O ¢ il tempo occorrente perche 'uscita rimanga entro il 5% del valore finale
(O si calcola come ‘%‘, dove o e la parte reale dei poli del sistema

12. Scrivere il modulo M(w) = |G(jw)| e la fase p(w) = argG(jw) della funzione di risposta
armonica del seguente sistema G(s):

_ _Vw?td
G(S) o (S + 2) 6—35 N {M(w> T w(149w?)

s(3s—1)2 p(w) = arctan ¥ — 2 — 2(7 — arctan 3w) — 3w



