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C.L.: | Info. || Elet. || Telec. || Altro.

Si risolvano i seguenti esercizi.

a.1) Calcolare la trasformata di Laplace X (s) dei seguenti segnali temporali x(t):
71(t) = (3 + 2e7°) sin(6t), 2o(t) = (6 +213) e 2!

Soluzione:

18 12 Xy(s) = 84 12
s24+62 ' (s45)2 462’ T (s42) T (s+2)F

X1(8> =

a.2) Calcolare la risposta impulsiva g;(t) delle seguenti funzioni di trasferimento G;(s):

30 6
Gi(s) = Go(s) =24 ———
1(s) s(s+2)(s+5) 2(s) * (s+5)3
Soluzione:
g(t)=3—5e 2" 4277, ga2(t) = 28(t) + 3t2e !
b) Relativamente allo schema a blocchi di figura, calcolare la funzione di trasferimento G(s) = ;11((‘3
D
R
&(s) = ABC+DC(1+BE) © A B o Lhe
" 1+BE+CF +ABC +BECF i ) - ) -

c¢) I diagrammi riportati sotto sono relativi a due sistemi a fase minima G1(s) e Ga(s).
Per ciascuno dei due sistemi e nei limiti della precisione consentita dai grafici, calcolare:

c.1) il margine di ampiezza M, del sistema;

c.2) il margine di fase M, del sistema;

c.3) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di fase M, = 50;
c.4) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di ampiezza M, = 5;



I parametri richiesti hanno il seguente valore:
G1(jw) Ga(jw)

Diagramma di Nichols Diagramma di Nyquist

05

Mag [db]
Imag

05

Phase [degrees] Real

cl) M,=5db =178 cl) M, =0.667

c2) M,=14.1 c2) M,=-414
c3) K,=-811db =0.393 c.3) K,=0.667

cd4) K,=-898db =0.356 cd) K,=0.133

Sia dato il seguente sistema retroazionato:

G(s)
r(t) e(t) (s2+3s+81) y(t)

T K $2(10s + 3)

d.1) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile. IL’e-
quazione caratteristica del sistema retroazionato e:

(s> + 35+ 81)

1+ K T(10513) =0 — 10s*+ (K +3)s>+3Ks+ 81K =0
La tabella di Routh ha la seguente struttura:
3 10 3K
2 K+3 81K
1|3K? —-801K
0 81K

Imponendo che tutti gli elementi della prima colonna della tabella di Routh siano positivi si
ricavano i seguenti vincoli:

K+3>0, 3K* — 801K > 0, 81K >0,
dai quali si ricava:
K > -3, (K <0)U (K > 267), K > 0.
Quindi il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile per:
K > 267 = K;.

La pulsazione w; corrispondente al valore limite K é:

81K,
=/ — 8.9499.
i K.+ 3




d.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 1.

Diagramma asintotico dei moduli

Figura 1: Diagrammi di Bode della funzione G(s).

Le funzioni approssimanti G(s) e G (s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

27 0.1
Go(s) = =2 Goo(s) = ~
Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
B o
Yo = —Tm, Poo = Ty

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno [ alla pulsazione w = 0.3 e il guadagno ~
alla pulsazione w = 9 sono:

B =|Go(s)|,_g5 = 300 = 49.54 db, v = |Goo(8)|,_g = 0.01111 = —39.08 db.

Coefficienti di smorzamento degli zeri complessi coniugati: d; = 0.16667.
I diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 2.

d.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G(s). Cal-
colare esattamente la posizione o, di un eventuale asintoto verticale.

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) € mostrato in Fig. 3. La fase iniziale

del sistema ¢ g = —m. Per w — 07 il diagramma parte in ritardo rispetto a tale fase in quanto
la somma delle costanti di tempo del sistema e negativa:
3 10
AT = — — — =-3.296 < 0.
81 3
Il sistema ¢ di tipo 2 per cui nel diagramma di Nyquist non e presente nessun asintoto. Partendo
dalla fase iniziale ¢y = —, la variazione di fase Ay che il sistema subisce per w €]0, oo é:
T m
Ap=m1—==—.

2 2
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Figura 2: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Figura 3: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).



Ne segue che il vettore G(jw) ruota di 7 in senso antiorario per raggiungere la fase finale

s

Yoo = —%. Per w — oo il diagramma arriva in ritardo rispetto alla fase finale ¢, = —75 in
quanto la somma A, del sistema e negativa:

A, =-3+03=-27<0.

Sia dato il seguente sistema retroazionato:
G(s)
r(t) e(t) 20 (s + 1) y(t)

T K (105 —1) (s — 10)

e.1) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile. L’e-
quazione caratteristica del sistema retroazionato e:

20(s+1)
(10s—1)(s—10)

1+ K =0 — 10s*+ (20K — 101)s + (20K 4+ 10) =0

La tabella di Routh ha la seguente struttura:

2 10 20K + 10
120K — 101
0] 20K +10

Imponendo che tutti gli elementi della prima colonna della tabella di Routh siano positivi si
ricavano i seguenti vincoli:

20K — 101 > 0, 20K 410 > 0,

dai quali si ricava:

K > 5.05, K > —0.5.

Quindi il sistema retroazionato € asintoticamente stabile per:
K >5.05=Kj.

La pulsazione w; corrispondente al valore limite K é:

20K, + 1
wlzy/io i; 0 _ 33317,

e.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 4.

Le funzioni approssimanti G(s) e G (s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
™

¢o =0, Yoo = T3

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno [ alla pulsazione w = 0.1 e il guadagno ~
alla pulsazione w = 10 sono:

B =1Go(s)],_y, = 2 = 6.021 db, v = [Goo(8)| 1o = 0.2 = —13.98 db.



Diagramma asintotico dei moduli
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Figura 4: Diagrammi di Bode della funzione G(s).

Diagramma dei moduli

Mag (db)

= |
> [
@ 180 i
® [ |
@ I |
< 90 i
o . | |
| I |
0 —= o0 ool Lo ol .
103 1072 101 10° 10t 102 10°

Frequency [rad/s]

Figura 5: Diagrammi di Bode della funzione G(s).



Diagramma di Nyquist
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Figura 6: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).

I diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 5.
e.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G(s).

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) € mostrato in Fig. 6. La fase iniziale
del sistema ¢ ¢y = 0. Per w — 07 il diagramma parte in anticipo rispetto a tale fase in quanto
la somma delle costanti di tempo del sistema e positiva:
10 1
Ar=1————=11.1>0.
! 1~ 10

Il sistema ¢ di tipo 0 per cui nel diagramma di Nyquist non e presente nessun asintoto. Partendo
dalla fase iniziale ¢y = 0, la variazione di fase Ay che il sistema subisce per w €]0, oo| é:

A _7r+7r+7r_37r
YTy T g
37

Ne segue che il vettore G(jw) ruota di 5 in senso antiorario per raggiungere la fase finale
Voo = —5. Per w — oo il diagramma arriva in ritardo rispetto alla fase finale p,, = —7 in

quanto la somma A, del sistema e negativa:

A,=-1-01-10=-11.1<0.

f) Si faccia riferimento ai diagrammi di Bode della funzione G(s) mostrata in figura.



Diagramma dei moduli
T T

60

Nei limiti della precisione consentita dal
grafico, ricavare l'espressione analitica della
funzione G(s).

Mag (db)

10°° 1072 10t 10° 10* 102
2
G(s) = (5 —0.002) (s + 85 +64) Diagramma delle fasi
(s—0.04) (s2+ 025 +1) O i T2 T ]
| | /
D 451 B _ I I I
. . . . ) ! TR I ! !
Stimare in modo approssimato eventuali ® -90 | Rl I I I
w0
.. @ I I I I I
valori di 9. £ a5l i | | /
I Il I Iy / I
180 M 1 - L Lon 1
107 107 107 10° 10t 102

Frequency [rad/s]

Soluzione. La funzione di trasferimento del sistema ¢ la seguente:

(s —0.002) (s> + 85+ 64)

G = 000 (270251 1)

Il valore K =1 pud essere calcolato in due modi diversi:

1) calcolando il modulo g dell’approssimante Gy(s) in corrispondenza della pulsazione w = 0.002:
|Go(8)smp.002; = 132 Kl pp2; =32K =~101db~32 = K=~1
2) calcolando il modulo v dell’approssimante G (s) in corrispondenza della pulsazione w = 8:

Gools)]g, = |K| g, =K =7~0db~1 - K=~

s=87

I coefficienti di smorzamento ¢ delle coppie di poli o zeri complessi coniugati presenti all’interno
della funzione G(s) sono i seguenti:

(s +02s+1%) — M, ~14db=5 — 5:21\}w ~ 0.1
(s* + 85+ 8%) - M, ~0db=1 — 5:21\}w ~ 0.5

I valori M, si leggono sul diagramma di Bode dei moduli come distanza tra il diagramma
asintotico e il diagramma reale alla pulsazione w,,.
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Si risponda alle seguenti domande.

1.

Scrivere, in funzione dei segnali x(t) e y(t), 'equazione differenziale corrispondente alla seguente
funzione di trasferimento:

Y (s) s2+2s+3 . : . :
() X(s) s*+3s3+5s2+2s5+4 - Aoy toytaytiy=otiryie
0.5 1
. Sia dato il diagramma di Nyquist della funzione G(s) = %
s(s —

Diagramma di Nyquist

In base al criterio di Nyquist ¢ possibile af-
fermare che il sistema retroazionato K G(s)
¢ stabile per i seguenti valori di K:

1 JR—
—0.5

Imag
o

K>K'=— 2

Calcolare dal grafico, in modo approssimato,
i valori limite dell’intervallo di ammissibilita
del parametro K.

15 . . . . .
-1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2
Real

. Calcolare la risposta a regime y(t) del sistema G(s) quando in ingresso ¢ presente il seguente

segnale sinusoidale z(t):

x(t) = 12 + 4 cos(8t) 5 y(t) ~ 10 + 2 cos(8t — arctan 3)

Enunciare il criterio di Nyquist nella formulazione valida anche per sistemi instabili ad anello
aperto. Fornire sia l'ipotesi che la tesi del criterio.

Criterio di Nyquist. Nell’ipotesi che il sistema ad anello aperto non presenti poli immaginari,
eccezion fatta per un eventuale polo nullo semplice o doppio, condizione necessaria e sufficiente
affinché il sistema in retroazione sia asintoticamente stabile e che il diagramma polare completo
della funzione F(jw) circondi il punto critico —14j0 tante volte in senso antiorario quanti sono
i poli di F'(s) con parte reale positiva.

. Scrivere la funzione di trasferimento G(s) di un sistema del secondo ordine caratterizzato da un

guadagno statico G(0) = 3, da una pulsazione naturale w, = 4 e da un tempo di assestamento
T, = 2 s alla risposta al gradino:

48

G(s) = ————.
(5) 52435+ 16

Calcolare l'evoluzione libera del sistema 3y(t) + 2y(t) = 0 partendo dalla condizione iniziale
y(0) = 4. Applicando la trasformata di Laplace si ha:

4
3 (8 Y(S) - 4) + 2Y(8) == 0 — Y(S) - m — y(t) = 46_0‘666t.



7. Disegnare 'andamento qualitativo y;(t) della risposta al gradino unitario del seguente sistema:

20(12 + s)(3s + 30)

Gle) = (25 +12)(0.4s + 5)(s2 + 0.6s + 4)

60

Calcolare inoltre:

a) il valore a regime vy, della risposta al
gradino per t — oo;

b) il tempo di assestamento T, della risposta
al gradino y; (t);

c) il periodo T, dell’eventuale oscillazione
smorzata presente sul segnale y;(t):

50

40

—
E 30
>

20

10

2T

Yoo = 30, T, ~ 10s,

Risposta al gradino

7 Yoo

T, ~— ~3.14s.
5 s

0 2 4 6 8

8. Calcolare l'errore a regime e(co) per i seguenti sistemi retroazionati:

10 14 16 18
Time [s]

12 20

r(t) =3 e(t) 5

4(s+1)

y(t)

(2+s)?

r(t) =3t e(t)

y(t)

s2(s+4)

r(t) =2t e(t)

s+3

s2(s+5)

3 3

e(oc0) =

I+1 2 ’

e(o0) =0

20

e(o0) =3 = 6.66

SN

9. Un sistema caratterizzato da funzione di trasferimento G(s) ¢ asintoticamente stabile se:
O tutti i modi temporali di G(s)
rimangono limitati per t — co

® tutti i modi temporali di G(s)
tendono a zero per t — 0o

O almeno un modo temporale di G(s)
tende a zero per t — 0o

O la G(s) non presenta modi temporali

10. Dato uno schema a blocchi caratterizzato da un ingresso X e da un’uscita Y, scrivere la formula
di Mason per calcolare la funzione di trasferimento G = %:

X A
1€P
11. Si faccia riferimento al diagramma di Bode dei moduli di un sistema G(s) a fase minima.
Utilizzando la formula di Bode, calcolare in
modo approssimato la fase ¢ del sistema G(s)
in corrispondenza delle seguenti pulsazioni w:
w =004 — p~7 ¢
wy =1 — Py %
ws = 30 — 3~ —3
wy =400 — g~ -—7
12. Scrivere il modulo M(w) = |G(jw)| e la fase p(w) = arg G(jw) della funzione di risposta

armonica del seguente sistema G(s):

Vw? +9v9w? + 1

M(w) =
e
s(2s=1) o(w) arctan% +arctan 3w — 3w — ~ — (m — arctan 2w)



