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Si risolvano i seguenti esercizi.

a.1) Calcolare la trasformata di Laplace X (s) dei seguenti segnali temporali x(t):

0 t<5b
ri(t) = [~ Beos(58)] e 7, a0 ={_speaen  ror
Soluzione: A 3(s 4 2) 5 oo
s+ e ”?
)= G i 2(8) = 5y
Infatti, per il primo segnale x1(¢) si ha che:
4 3(s +2)

Lz ()] =L[4 e 2" —3cos(5t) e_Qt} nirEie G272+ %

Il secondo segnale x,(t), invece, coincide con il segnale z(t) = t* ¢3! ritardato nel tempo di 5
secondi: xo(t) = x(t — 5). Si ha quindi che:

Llws(t)] = Lzt = 5)] = L[e(t)] e = L [t ] :[ : } e

(s+3)3

a.2) Calcolare la risposta impulsiva g;(¢) delle seguenti funzioni di trasferimento G;(s):

2 d
pum— pu— 2 _—
) = i DaT2s) Ga(8) =24 T a3
Soluzione:
g(t) =2+2e " —4e 05, g2(t) =26(t) + e 3" sin(5¢)
Per la funzione G(s) si ha:
1 2 2 4
-1 — S o =949 —t_4 —0.5¢
L)) =L [s(s+1)(s+0.5)} £ [st (s+1) (s+0.5)] Tee ‘

Per la funzione Go(s) si ha:

L [Gy(s)] =L {2 + } =26(t)+e? sin(5¢)

5
(s+3)2+25

b) Relativamente allo schema a blocchi di figura, calcolare la funzione di trasferimento G(s) = 1?1—((83)):
D
R
G(s) = ABC+DC(1+BE) © 4 8 ¢ e
Y T1+BE+CF +ABC +BECF - i |
E F =




c)

[ diagrammi riportati sotto sono relativi a due sistemi a fase minima G1(s) e Ga(s).
Per ciascuno dei due sistemi e nei limiti della precisione consentita dai grafici, calcolare:

c.1) il margine di ampiezza M, del sistema;

c.2) il margine di fase M, del sistema;

c.3) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di fase M, = 45;
c.4) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di ampiezza M, = 5;

I parametri richiesti hanno il seguente valore:

G (jw) :
Diagramma di Nichols GQ(?(A))
Diagramma di Nyquist

05 1/M, \

M, | 068282 1.

K,

Mag [db]

0.5 N /

Imag
Ve

0.27

-15F

022

2 -15 -1 -0.5 0 0.5
Real

c1) e1) M, =177
c.2)
c.2) M, =2457°
c3) K,=-19.92db =0.1008
c3) K,=0.59
cd) K,=-13.97db = 0.20002
cd) K, =0.296
Sia dato il seguente sistema retroazionato
(?d(s)
r(t) e(t) (1+55) y(t)

I K s(s+5)(s2+s+1) "

d.1) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato e asintoticamente stabile.

Soluzione. L’equazione caratteristica del sistema retroazionato e

K(1+55s)
s(s+5)(s2+s+1)

=0 — '+ 65 +65°+5(K+1)s+ K =0

La corrispondente tabella di Routh & la seguente

4 1 6 K
3 6 5(K +1)

2 31-5K 6K

1] 155+ 94K — 25 K2

0 6K

Dalla riga 2 e dalla riga 0 si ricavano i seguenti vincoli:

31

K <
57

K >0



Dalla riga 1 si ottiene la disequazione seguente:

155+94K —25 K2 >0 N —2—5<K<5

Quindi il sistema retroazionato € asintoticamente stabile per:
0<K<b=K"

La pulsazione w* corrispondente alvalore limite K* e:

Wt = wzﬁzzzz«s

d.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione Gg4(s).
Soluzione.

I diagrammi “asintotici” di Bode della funzione G4(s) sono mostrati in Fig. 1. I diagrammi di

Diagramma asintotico dei moduli

Figura 1: Diagrammi asintotici di Bode della funzione G4(s).

Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G4(s) sono mostrati in Fig. 2.

Le funzioni approssimanti Go(s) e Goo(s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

1 5
G = — Gool(s) = —.
o(8) = 5=, ()=
Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
T B _371‘
$o = 9 Poo = o

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno (3 alla pulsazione w = 0.2 e il guadagno =
alla pulsazione w = 5 sono:

B = |Go(s)| _yp = 1 = 0 db, = 1Goo(s)| s = %5 — 0.04 = —27.96 db.

Il coefficiente di smorzamento della coppia di zeri stabili ¢ 6 = 1/(2w,) = 0.5.
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Figura 2: Diagrammi di Bode della funzione Gg4(s).

Frequency [rad/s]

Diagramma di Nyquist

-2

-2

Figura 3: Diagramma di Nyquist della funzione G4(s) per w € [0, o).

Real




d.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G4(s). Cal-
colare esattamente le eventuali intersezioni o con l’asse reale e i corrispondenti valori delle
pulsazioni wy.

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G4(s) & mostrato in Fig. 3.

La fase iniziale del sistema ¢ ¢y = —%. Per w — 07 il diagramma parte in anticipo rispetto a
Yo in quanto A, e positiva:

1
AT:5—5—1:3.8>0.

Il sistema é di tipo 1 per cui esiste un asintoto verticale:

1 1
==-(5-=-—-1)=076
=3 (-5)

La variazione di fase A che il sistema subisce per w €]0, o] é:

A(p:g—g—ﬂ':—ﬂ'

Ne segue che il vettore G(jw) ruota di 7 in senso orario per raggiungere la fase finale p,, = —37.

2
Per w — oo il diagramma arriva in anticipo rispetto a ¢, in quanto A, e positiva:

1
Ap:—g+5+1:58>0

Esiste una sola intersezione con il semiasse reale negativo. L’intersezione avviene nel punto:

1 1
L ) )
g K* 5

in corrispondente della pulsazione w* ~ 2.234.

Sia dato il seguente sistema retroazionato:
Ge(s)
r(t) _e(t) (s +3)? y(t)

T K s(s —3)?

e.1) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato e asintoticamente stabile.

Soluzione.

L’equazione caratteristica del sistema retroazionato e:

K(s+3)? 3 2
La tabella di Routh ha la seguente struttura:
3 1 (9+6K)
2 (K —6) 9K
1| (K—=6)(9+6K)—9K
0 9K

Dalla riga 1 si ricava la seguente equazione del secondo ordine:
K2~ 6K —9>0 - (K<3—¢E>uQK>3+¢E)
Il sistema retroazionato e stabile per

K >3+18 =7.2426 = K*
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Figura 4: Diagrammi asintotici di Bode della funzione G.(s).

La pulsazione w* corrispondente al valore limite K* e :
wy =V9+6K* ~7.2426

e.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G,(s).

Soluzione. I diagrammi asintotici di Bode sono mostrati in Fig. 4. I diagrammi di Bode delle
ampiezze e delle fasi della funzione G.(s) sono mostrati in Fig. 5.
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Figura 5: Diagrammi di Bode della funzione G,(s).

Le funzioni approssimanti G(s) e G (s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

1 1
Go(s) = S Goo(s) = S
Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:
™ T
900 == _§> Spoo = —5



Sul diagramma asintotico delle ampiezze i guadagno S e ~ alla pulsazione w = 3 sono:
1
B =1Go(s)l,zs = 7 = |Goo()l,z5 = 3 = —9.54 db.

e.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G.(s). Cal-
colare esattamente la posizione o, dell’asintoto verticale e le eventuali intersezioni o] con il
semiasse reale negativo.

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G.(s) € mostrato in Fig. 6. La fase iniziale
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Figura 6: Diagramma di Nyquist della funzione G.(s) per w € [0, o).

del sistema ¢ py = —F. Per w — 07 il diagramma parte in anticipo rispetto alla fase iniziale:
2 2 4
AT=-4+-==->0.
TT37373

Il sistema ¢ di tipo 1 per cui esiste un asintoto:
4
0o =0, K = 3= 1.333

La variazione di fase
Ap=7m+71=2r

indica che il vettore G(jw) ruota di 27 in senso antiorario per raggiungere la fase finale ..

Esiste una intersezione ¢* con il semiasse reale negativo:

1
f=— = —0.1381
o K

f) Si faccia riferimento ai diagrammi di Bode della funzione G(s) mostrati in figura.



Diagramma dei moduli
40 T T
30
20
10

2 0
Nei limiti della precisione consentita dal g
grafico, ricavare l’espressione analitica -30

della funzione G(s). S

—0.6(s? — s+ 25) .
s(s+100)(s +0.3) &

-30
-60
-90
-120
-150
-180
-210
-240
-270"-

G(s) =

Phase (deg)

Stimare in modo approssimato eventuali
valori di ¢.

Frequency [rad/s]

Soluzione:
f.1) La funzione di trasferimento del sistema & la seguente:

—0.6(s* — s+ 25)
s(s +100)(s +0.3)

G(s) =

Il valore K = —0.6 si determina, per esempio, calcolando il modulo v dell’approssimante
Goo(s) = & in corrispondenza della pulsazione w = 100:

K

K _ 1K
S

= =y~ —44.4 ~ (. K| ~0.6.
100 y 37 db ~ 0.006 — |K| ~0.6

|GOO(S)|5:100]' =
s=100j
Il segno meno della costante K ¢ dovuta al fatto che la fase iniziale della G(jw) letta sul
diagramma di Bode é ¢y = 7, mentre la fase iniziale dell’approssimante G (s) = % é py =
arg K — 7. Quindi la costante K ¢ negativa: arg K = 7. Il coefficiente di smorzamento della
coppia di zeri complessi coniugati stabili e il seguente:

- 2M,, ~ 10

0 0.1.

La distanza M, ~ 14 db ~ 5 si legge dal diagramma di Bode dei moduli.
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Si risponda alle seguenti domande.
1. Scrivere la funzione di trasferimento G(s) corrispondente alla seguente 1'equazione differenziale:

Y(s)  s°+5s+3
X(s) s3+2s2+as+4

Xl(S)

U+2j+ay+4y=i+5r+3x — G(s) =

Applicando il criterio di Routh, dire per quali valori del parametro « il sistema G(s) ¢ stabile:
a>2
Infatti, applicando il criterio di Routh al denominatore della funzione G(s)
$$ 4257 +as+4=0

si ottiene la seguente tabella di Routh:

3 1 « — 3>0
2 2 4 — 2>0
1|2a0—4 - a>2
0 4 — 4>0

Il sistema G(s) risulta quindi stabile per a > 2.

2. Sia dato il diagramma di Nyquist (vedi figura) della seguente funzione G(s) = %.
Utilizzando il criterio di Nyquist e possi-
bile affermare che il sistema retroazionato , Diegramma i Nyauis

K G(s) e stabile per i seguenti valori di K:

68
7
039
< K <0); o %
33 0.27
= 139 022

O (K
(0 < K < K*); s
(
(

mag
=)

K < K*, K* < 0); ! { ;

O
X
O (K>K* K*>0);

Calcolare il valore limite K*: Ll

K <K'=-3=-033 T

3. Calcolare l'errore a regime e(oo) per i seguenti sistemi retroazionati:

r(t) =3 e@d(s +2)]y(t) r()=4t e[ 4 Tylt) rt)=2 e®)] s+3 |yt

(3+5)? s(s +3) s(2s+1)
3 27 4 4 4
- - - 1 —_ 5 = = — = — =
e(oc0) o % 17 58 e(oc0) % 3 e(00) 0 00

4. Calcolare il segnale sinusoidale in ingresso z(t) del seguente sistema quando in uscita, a regime,
e presente il segnale sinusoidale y(t):



2(t) = 16sin(2t) 3 y(t) >~ 6 sin(2t — 90°)

(s +2)2
Infatti:
GU2) = — GG = —— =2 are(G(2) = —2arctan(2) = —x
19 = oy o) Ty gLl = 2~
5. Calcolare il valore iniziale y, = lirgl+ y(t) e il valore finale y,, = tlim y(t) del segnale y(t)
t— —00

corrispondente alla seguente trasformata di Laplace Y (s):

5(s—3)(2s+1) R 5

~ 10 o= —2=-25
s(s? +4s+6) Yo ’ Y 2

Y(s) =

6. Calcolare i parametri a, b e ¢ della funzione di trasferimento G(s) caratterizzata da un guadagno
statico G(0) = 2, da una pulsazione naturale w, = 5 e da un tempo di assestamento T, = 2 s
alla risposta al gradino:

G(s) =

I tre valori sopra indicati si ottengono utilizzando le seguenti tre relazioni:

a
s2+bs+ec

Goy=2-2 wn = 5=/, T,=2=2 -2
2

7. Si faccia riferimento al diagramma di Bode dei moduli di un s1stema G(s) a fase minima.

70 Dlagramma dei moduli

Utilizzando la formula di Bode, calcolare in
modo approssimato la fase ¢ del sistema G(s)
in corrispondenza delle seguenti pulsazioni w:

60 -

50 -

40

w =002 — =7 %307
we = 0.5 — P~ ® ol
w3 =100 — (3= —7 1:7
wg=2000 — @y~ -—3F 10

Frequency [rad/s]

8. Sia F(s) la trasformata di Laplace del segnate f(¢). Fornire I'enunciato del “Teorema della
traslazione in s”:

Lle™'f()] = F(s +a)
9. Calcolare I'evoluzione libera del sistema 5y(t) + 2 y(t) = 0 con condizione iniziale y(0) = 3.

Applicando la trasformata di Laplace si ha:

3
s+0.4

5(sY(s)—3)+2Y(s)=0 — Y(s)= — y(t) = 3e 0

10. L’equazione differenziale §j + 3ty = 5, dove x e I'ingresso e y e 'uscita, e:

O stazionaria Q) lineare

Q) non stazionaria (O non lineare

10



11.

12.

Disegnare 'andamento qualitativo y;(¢) della risposta al gradino unitario del seguente sistema:

160(2 + 0.3s)(s* + 10s + 40?)
(25 +16)(2s + 15)2(s% + 12s + 100)(s2 + 0.6s + 16)

Risposta al gradino

G(s) =

0.18

.
0.16 [ Tw)

Calcolare inoltre:

a) il valore a regime y,, della risposta al
gradino per t — oo;

b) il tempo di assestamento 7, della risposta ] |
al gradino y; (t); $ HA A YA A S Y
c¢) il periodo T, dell’eventuale oscillazione

smorzata presente sul segnale y;(t):

_ ~ 3 ~ T _ [
Yoo = 0.0888, T, =~ % =10s, T,~7T =157 1/ S R
Time [s]

Scrivere il modulo M(w) = |G(jw)| e la fase p(w) = argG(jw) della funzione di risposta
armonica del seguente sistema G(s):

_ Vw?4+9vV4w?425
G(S) _ (S — 3)(2 s+ 5) -3s N M(w) o wVw?+16
s(s +4) ¢(w) =7 —arctan ¥ + arctan 22 — 7 — arctan ¥ — 3w

11



