Capitolo 1. INTRODUZIONE

e PROCESSO:

Un insieme di operazioni o di trasformazioni che devono avvenire in se-

quenza opportuna in un impianto o in un sistema fisico

e CONTROLLO DEI PROCESSI:

Insieme di metodologie, tecniche e tecnologie orientate alla conduzione

automatizzata di impianti industriali

e SISTEMI DI CONTROLLO DIGITALE:

Sistemi di controllo in retroazione in cui & presente un calcolatore digitale

e quindi una elaborazione a tempo discreto della legge di controllo

e SISTEMA DI CONTROLLO ANALOGICO:

————————————————————————————————

|
Regolatore :
|
Rete Amplif ! Sistema
. mplificatore :
corretrice P Attuatore | controllato

|

Y Trasduttore

di misura

SCHEMI TIPICI DI UN SISTEMA DI CONTROLLO DIGITALE

e Campionamento del segnale errore:

— I

N

Calcol.
_.Q_._ A/D digitale D/A Attuat.
| |
| |
: Clock (T) :
L e e o o — 1
Trasduttore

Proc.
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Capitolo 1. INTRODUZIONE 2

e Campionamento del segnale retroazionato:

-~ S o |
g —e ‘I b ‘(_’ \
— 1 A/D i

Calcol.
digi({;e D/A Attuat. Proc.

A/D Trasduttore

tempo discreto

e CONTROLLO DIGITALE / CONTROLLO ANALOGICO:

+ Maggiore capacita e precisione di elaborazione
+ Maggiore flessibilita

+ Maggiore affidabilita e ripetibilita

+ Maggiore trasmissibilita dei segnali

- Progettazione piu difficile e articolata

- Stabilizzabilita piu precaria

- Possibilita di arresti non previsti

- Necessita di utilizzare energia elettrica
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Capitolo 1. INTRODUZIONE 3

SEGNALI DI INTERESSE

a) Analogico di tipo continuo; b) Tempo-continuo quantizzato; c) A dati
campionati; d) Digitale

(1) (1)
2 o T
0 t 0 t
(1) 0]y
o] ‘ | UNESSEREE:
IEAIT t! tee
0 t 0 t

DISPOSITIVI DI INTERFACCIA

e A/D, convertitore Analogico/Digitale

x(t) A/D z(kT) x(t) z(kT)

Campionamento ad impulsi di Dirac:

x(t) A/D z(kT) x(t) Va z(kT)o(t — kT)

2 (kT) 2, (t) o(kT) ‘_'—._H_

D/A
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Modello:
x(kT z(ET)o(t — kT 2, (t
(KT)  ~ x(kT)d( )GT(S) (2)
Caso dell’'Hold:
1—e 5T
G.(s) = p

ANELLO DI CONTROLLO DIGITALE

e Parte tempo continua: processo/impianto
e Parte tempo discreta: sistema di controllo
e Campionamento regolare di periodo T

e Trasformata Zeta

TEMPO DI ELABORAZIONE E SINCRONIZZAZIONE
(a) (b)

Yy Yy y(k+1)

(k+1)
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e Equazione alle differenze:

up = fleg, €1, .., €p; U0, Uy e v oy Up_1)
Se f(-) & lineare:
Up = —AQUp—1 — .. — QpUk—p + boer + ... +bp€i—m
e Esempio:
Up = —Q1UE—1 — QUk—2 + boey
Ponendo
U — Up

Up—1 = U — VU

Up—2 = UL — 2Vuk + VQUk
si ottiene

asV2uy, — (ay 4 2a2)Vauy + (as + a; + 1)ug = boey,

e Soluzione di equazioni alle differenze a coefficienti costanti

Up = Up—1 + Up_2 k> 2
Upg = U1 = 1.

35 :
30} |
25) 1
20+ i 1

N 15} 1
10} |
5t 0 |
% ; 2 3 4 5 6 7 8 9
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Capitolo 2. STRUMENTI MATEMATICI 6

e Soluzione elementare tipo z*:

k k—1

cz’ = cz + czk_2

P —z—1=0 219 = (1 £V5)/2
quindi in generale vale:
up = clzf + 6225

con ¢, co determinate dalle condizioni iniziali per £ = 0, 1. Infine si ha

k
e LEVE[14VEN T -1+ V5 (115
W 2 25 2

Andamento divergente, dunque sistema instabile.

e Se almeno una delle radici della equazione caratteristica ha modulo mag-
giore di uno, la corrispondente equazione alle differenze ¢ instabile, cioé la
sua soluzione divergera al crescere del tempo per condizione iniziale finita

e Se tutte le radici dell’'equazione caratteristica sono entro in cerchio unitario,
allora la corrispondente equazione alle differenze & stabile, cioe la sua
soluzione convergera a zero al crescere del tempo per ogni condizione
iniziale finita

e Sia data una sequenza di valori x;, € R, definitaper k =0,1,2,... enulla

per k < 0. La Z-trasformata (unilatera) della sequenza xj & la funzione
di variabile complessa z definita come

X(Z):Z[xk] = 150-|-$1z_1—|—---—|—a:kz—k_|_...

Nel caso in cui la sequenza di valori x; sia ottenuta campionando uni-
formemente con periodo 1" un segnale continuo descritto dalla funzione
x(t), t > 0, si avra che xy = x(kT):

X(z) = Zx(k)z_k
k=0
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Capitolo 2. STRUMENTI MATEMATICI 7

e L’espressione estesa
X(2)=z(0)+z(T)z ' +2Q2T) 22+ +2(kT) 2" 4 - -
implica la specificazione del parametro periodo di campionamento 7', da

cui dipendono i valori dei campioni della sequenza, cioe i coefficienti della
serie.

e Si usa:

intendendo:
X(z)=Z[{L'X(s)] ‘t:kT}]

e Nelle applicazioni ingegneristiche la funzione X (z) assume in generale una
espressione razionale fratta del tipo

o bp 2" b T by,

a2l - toa,

che si pud esprimere anche in potenze di 2z !:

2" (by 2= () 4 by (D) )

X(z)

X pr—
2) (1+arz7t+- 4 apz™")
B bO Z—(n—m) + by Z—(n—m+1) +ee by, 2"
- l+ayz7 4+ +a,z"
e Esempio:
0.5 1405271
X(2) = 2(z+0.5) _ +0.52

(z+1)(z+2) (1+4+z1H1+2271

e Impulso discreto unitario, detta anche funzione di Kronecker dy(t):

1 t=0
“ﬂ{o t40

da cui:
X(z) = Zla(t)]) =) =(kT)z""
k=0
= 14024027 +02 "+ =1
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Capitolo 2. STRUMENTI MATEMATICI

e Gradino unitario: Sia data la funzione gradino unitario

1 t>0

ﬂﬂ=Mﬂ={O t<0

La funzione h(k) definita come

1 k=0,1,2,...
Mm:{o k<0

e detta sequenza unitaria. Si ha che

H(z) = Z[h(t)] =) hkT)z" =) ="
k=0 k=0

= l+z 422427+
1 z

1—21  z2-1

La serie & convergente per |z| > 1.

e Rampa unitaria. Si consideri la funzione rampa unitaria:

t >0
“w:{o t<0

Poiche x(kT) = kT, k=0,1,2,..., la Z-trasformata &

X(z) = Z[t] = ix(kT)z_k = Tio:k’z_l‘C
k=0 k=0

= T 2?30 )

= Tz 1 +27 43272 +--)
z 1 2

- 7= _T

T2 o1y

convergente per |z| > 1.
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Capitolo 2. STRUMENTI MATEMATICI 9

e Funzione potenza a*. Sia data la funzione

a” k=0,1,2,...
“m{o k<0

con a costante reale o complessa. Dalla definizione di Z-trasformata si ha

che
X(z) = Z[ak} = Zaj(k’)z_k = Zakz_k
k=0 k=0
— l4az'4a*22+a 272+

1 z

l—az! z—a

Questa serie geometrica converge per |z| > |al.

e Funzione esponenziale. Sia data la funzione

e~ t>0
ﬂﬂ={0 t<0

dove a & una costante reale o complessa. Poiche z(kT) = e T | =

0,1,2,..., si ha
(0.¢}
X(Z) _ Z[e—at] _ Ze—akTZ—k
k=0
= 14+e @ plpe2al p72 4 gm3al =3 4 ..
B 1 B z
1 —eal =1 5 _eal

—Re(a)

che converge per |z| > € T. Si noti che per a = 0 si ha il gradino

unitario.
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e Funzione sinusoidale. Sia data la sinusoide

sin wt t>0
ﬂﬂ={0 t<0

Dalle formule di Eulero e noto che
1

sinwt = — (e — e
2)
. 1 1 1
X(z) = Zsinwt] = % (1 S el B o
1 (eij . e—ij)Z—l
T 251 — (el 4 eieT)p=1 4 o2
2 lsinwT zsinwT

1—2z1lcoswT +272 22 —2zcoswT +1

convergente per |z| > 1.

e Funzione cosinusoidale. Sia data la funzione

{ cos wt t>0

£ =
z(t) 0 t<0

2
1 9 _ (e—ij 4 eij)Z—l
21 — (e/vT + e=jwT) =1 4 »=2

X(z) = Z[coswt}zl( ! + !

1 — 2z tcoswT
1 —2z"1coswT + 272
2(z — coswT)

— > 1
22 —2zcoswT +1 2

)

)
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Capitolo 2. STRUMENTI MATEMATICI 11

e Funzione cosinusoidale smorzata. Sia dato il segnale

e~ cos wt t>0
0 t <0

[e_at COS wt] = %Z [(e_atej“t + e_“te_j“t)]

~
&
I
DO | — N

1 1
(1 — e (a—jw)T ,—1 - 1 — e—(a+jw)T Zl>

2 _ (e—ij i eij)e—aT Z_l

1 — (eij + e—ij)e—aTZ—l + e—2aT =2
1 —e T2 coswT

1 —2e Tzl coswT + e2aT z—2

DO | —

2(z — e coswT) ~
T 22— 2eTycoswT + e 2T 2] >

al

e Funzione sinusoidale smorzata

si ottiene

X(2) = Z[e “sinwt]

e T ;= lginwT
1 — 2T z=1 coswT + e—2aT z—2

e~z sin wT | | =
— zl > e
22 — 2= T 5 coswT + e—2aT

al

e Le trasformate delle funzioni di maggior interesse sono solitamente ripor-
tate in tabelle
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e Esempio: X(s) =

s(s+1)
e Prima tecnica: r(t)=1—e¢"
1 1
— —t] _
X(z) = Z[l—e ] T 1—2l 1—e Tyl
(1—e 1)zt o (=e)z

(I—2D1—-eTz ) (z—1D(z—eT)

e Seconda tecnica:

X(z)

1—z1 1 —eTz1

e La Z-trasformata X (z) e la sua sequenza corrispondente (k) sono legate
da una corrispondenza biunivoca

e Questo non avviene in genere tra la Z-trasformata X (2) e la sua “inversa”
z(t)
e Data una X (2) si possono in genere avere molte x(t)

e Questa ambiguita non sussiste se sono verificate le condizioni restrittive
su 1" dettate dal Teorema di Shannon

e Diverse funzioni tempo continuo possono avere gli stessi valori z(k)

AEAEA

Zanasi R., Bonivento C., Melchorri C. - CONTROLLO DIGITALE A.A. 2000/2001

y0,y1
(o] o (o] (o]
(o] N Iy 0 03]
T T T T
| | |




Capitolo 2. STRUMENTI MATEMATICI 13

e PROPRIETA E TEOREMI DELLA Z-TRASFORMATA

e Linearita:

=
=
|

af(k)+ bg(k)

X(z) =aF(z) 4+ bG(2)

e Moltiplicazione per a*. Sia X (z) la Z-trasformata di z(t), a una costante.

Z[d"z(k)] = X(a™'2)

Z[akx(k’ﬂ = Zakx(k)z_k = Zaj(k)(a_lz)_k
k=0 k=0

e Teorema della traslazione nel tempo. Se z(t) = 0,t < 0, X(2) = Z|z(t)],
en=1,2,..., allora

Zlx(t —nT)] =2"X(z) (ritardo)

Zlx(t+nT)| = 2" ( anticipo)

Operativamente:

e cosl via.
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e Caso di ritardo:

o0

Zla(t—nT)] = Y x(kT —nT)z""

k=0

=z " Z w(kT — nT)z~ k")
k=0

da cui, ponendo m = k — n,

Zlx(t—nT)]=2"" Z x(mT)z""

m=—n

Poiche x(mT) = 0 per m < 0, allora si puo scrivere che

Zlx

(t —nT)|=2z"" Z r(mT)z"" =2""X(z)

e Caso dell’anticipo:

Zlz(t+nT)| =

o o0

k

x(kT +nT)z7F = 2" Z x(kT + nT)z~F+n)
0 k=0

00 n—1
= 2" [Z z(kT 4+ nT)z" ") 4 Z x(kT)z™"

k=0 k=0

k=0
[ oo n—1
Z x(kT)z™" — Z x(kT)z"
| k=0 k=0
0 n—1
X(2) =Y z(kT)z™"
! k=0
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e Teorema del valore iniziale.
Se X (z) e la Z-trasformata di x(¢) e se esiste il lim X(z), allora il valore

Z—> 00
iniziale (0) di z(t) & dato da:

z(0) = lim X(z)

Z— 00

Infatti, si noti che
X(z) = Z Jf(k)z_k =z(0) + 33(1)2_1 + ;13(2)2—2 4 ...
k=0

e Teorema del valore finale. Siano tutti i poli di X (z) all'interno del cerchio
unitario, con al piti un polo semplice per z = 1.

lim z(k) = lim [(1 — 2~ ") X(2)]

k—o0 z—1
Infatti
Y awlk)zh =) w(k -1 = X(2) - 2 X(2)
k=0 k=0
il_}ﬂ’i ix(k)z_k — i r(k—1)z7F| =
=0 k=0
= Y la(k) —a(k = 1)]
k=0
= [2(0) = 2(=1)] + [z(1) — 2(0)] + [2(2) — x(1)] +
= etk
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e Esempio: Si consideri il segnale descritto da

Tz(z+1)

X = 0=

Il valore finale della sequenza x(kT') & quindi dato da

lim z(kT) = lim(1 — z*) T2z +1)
k—o0 z—1 2(2 — 05)(2 — 1)
— lim T(=+1)
—12(z —0.5)
= 2T
e Differenziazione complessa:
Zlka(b] = —2-X(2)
x =~z Xz

ZIE™ 2(k)] = <—zdiz)m)<(z)

e Esempio: E noto che la Z-trasformata del gradino unitario &

Z[h(k)] = —

1=z

1

Per ottenere la trasformata del segnale rampa unitaria

o(k) = kT, k=0,1,2,...

dz \1—2z1

Z[kTh(/f)}—Tzd< L )T 1
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Capitolo 2. STRUMENTI MATEMATICI 17

e Integrazione complessa. Si consideri la sequenza

g(k) = ——

dove x(k)/k e finito per k =0, e sia Z[z(k)] = X(2). La Z-trasformata
di z(k)/k & data da

e R A

e Teorema della convoluzione reale. Siano date due funzioni x1(t) e zo(%),
con z1(t) = x5(t) =0, t < 0 e Z-trasformate X;(2), Xs(z). Allora

k

> @y (hT)zy(kT — hT)

h=0

Xl(Z)XQ(Z) =Z

Per la dimostrazione, si noti che

k
}:mmnxh—m]
h=0

z1(h)xo(k — h)z7"

]2

Z

z1(h)xo(k — h)zF

Mo T
Ms 21

=~
I

0
poiché z5(k — h) =0, h > k. Definendo m = k — h si ha

=
|

0

k 00
2 Z 1(h)za(k — h ] lefl Z xo(m)z™ ™"
h=0 m=0

e Teorema della convoluzione complessa.

Siano date due successioni x1(k), x2(k) nulle per k& < 0. Inoltre siano
X1(2) e X5(2) le trasformate delle due successioni e siano Ry, R; i rispet-
tivi raggi di convergenza. Allora la Z-trasformata del prodotto x1(k)zo(k)
e data da:

2y (K)o (k)] = % ﬁ (VX (O (¢ )
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e Teorema di Parseval. Siano date due sequenze z1(k), zo(k) nulle per k <
0. Inoltre siano X;(2) e X5(2) le trasformate delle due successioni.

Zlzi(k)es (k)] = D wa(k)as(k)

1

_ L ~1 ~1
— 5§ XX g

Per z1(k) = xo(k) = x(k), si ottiene

S atk) = ™ 7{ CIX(QX(C)C

= _1X(2)X( Hdz

e Trasformazione di funzioni periodiche.

Sia data una successione x,(k) periodica di periodo pT" e z(k) la succes-
sione dei campioni del primo periodo e nulla per £ > p

x(k):{xp(k) k=0,....p

0 kE>p

Se X(z) & la Z-trasformata di z(k) allora vale

T X(2) = 7 X ()

2z, (k)] =
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e LA ANTITRASFORMATA Z

e Permette di passare da una Z-trasformata X (z) alla corrispondente se-
quenza xj e possibilmente alla funzione continua z(t) cui corrisponde per
campionamento la sequenza ;.

X(2) z(k) = z(t)

A
Y

biunivoca non biunivoca

e Se e soddisfatto il Teorema di Shannon sul campionamento, la funzio-
ne continua x(t) pud essere univocamente determinata a partire dalla
sequenza .

e Diversi metodi per antitrasformare una funzione X (z):

1) Metodo della lunga divisione;

3

4) Metodo dell'integrale di inversione.

)

2) Metodo computazionale;
) Metodo della scomposizione in fratti semplici;
)

e Metodo della lunga divisione
X(2) =Y 2(kT)z ™" = 2(0) + 2(T)2"" +2(2T)z 2+ -
k=0

Si divide il polinomio a numeratore per il polinomio a denominatore con
la nota regola di Eulero

b+ b1z 4+ -+ b, 2"
X(z) = v T =yt ezt ez
ag+ a2z + -+ ay2"

2_|_...

da cui si ricava che

r(0)=cy, x(T)=c, z2T)=cy,
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e Esempio: Lunga divisione di:
3 6

X pu— pu—
(=) (1—2z"121 =05z 2—-5z1+4+4272— 273
6 D(z)
6 —15z71 +1227% —3279 Q(2)
+15271 —12272 43277
+15z71 —37.5272 430273 —7.5274

+25.5272 2723  47.5z74
+25.5272 —63.75273 +5127% —12.7527°
+36.75273 —43.5z% +12.7527°

Da cui

X(2)=3+752 ' +12.75272 418375272 + - -

z(0)=3, x(1)="75, x(2)=12.75,  x(3) = 18.375,

e Metodo computazionale. Esempio:

3
X(2) —
(2) —052 34222 —-925z"14+1
X(2) ] U(2)
z) = z
—052 349222 —-925z"141

X(2) (1—252""+2272—0.527") =3U(2)

z(k) =2.5x(k — 1) — 2z(k — 2) + 0.52(k — 3) + 3u(k)

Per k =0, u(0) =1, z(—1) = 2(=2) = z(-3) = 0:
z(0) = 3
z(1) = 2.52(0)=7.5
2(2) = 2.5z(1) — 22(0) = 12.75
2(3) = 2.52(2) — 22(1) + 0.52(0) = 18.375
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e Metodo della scomposizione in fratti semplici
boz™ 4+ bz P+ 4+ b, 12+ by,
(z = pi)(z = p2) -~ (2 — pn)

e Caso 1. Se tutti i poli sono semplici, si pone

X(2) =

n

X(z) = 942 4 Z

Z—P1 R —DP2 Z—pn i1

< = Pi

dove i coefficienti ¢;, detti “residui”, sono parametri che vengono calcolati
come;

e Se nella espressione di X (z) compare almeno uno zero nell’origine, si
utilizza la funzione X (z)/z e quindi
X(z) o Cn

X
— 44 Cz’[(Z—pi) (Z)]
2z zZ— 1 2 — Dn z |,

Quando sono presenti poli complessi coniugati, i coefficienti ¢; sono an-

ch'essi complessi. In questo caso si ricorre alle formule di Eulero per
ottenere funzioni trigonometriche. L'espressione finale cercata & quindi

n

z(k) = Z cipf
i=1
e Caso 2. Se X (z), o X(2)/z, ha poli multipli
B(z)  bpz™ + bzt 4+ b, 12+ by,

CAz) (z=p)(z = pa)re (2 = pi)
allora si puo porre

h i
=227 Cm
o —k+1

i=1 k=1
dove i residui si calcolano come
L yiX(e)
Cil = Z—p;i)t Z
N TP P A .
iZl,... ,h; kZl,... , T
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e Esempio. Antitrasformare la funzione

X(2) 1 1
<) = =

24623 4+1322+122+4 (2+2)%(2+1)?
Si ha che

C11 C12 C21 C22
Z) = + + +
(2) (2422 (z4+2) (2412 (2+1)

cn = [(2+2°X(2)][.=2 =1

iy 2
Clo = dZ(Z+2) X( )]ZQZQ
e = [(z+1)0°X(z)] __, =1

- 2
e = |G 1) X<z>] -

e Metodo dell'integrale di inversione
1
r(kT) = — 7{ X(2)2" Yz,  k=0,1,2,...
21y Jo

Si puo applicare il teorema dei residui

1 k=1
dz = k;
o7 2= Z
Per poli semplici

ki = lim [(z — 2) X (2)2" "]

2z
Per poli di molteplicita r;
1 d?"l—l

ki=——-—1
(r; — 1)! o daric]

(2 — zl-)”X(z)zk_l]
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e Esempio. Calcolare z(kT) da

21—
X&) = oG — e
X(Z)Zk—l _ (1 B e_aT)Zk

(z = 1)(z — e™aT)

2

z(kT) = Z [residuo di U—c

(= - 1><za—T )> nes ]

dove i residui sono

k=t 20 1_><€za—T )>] -

1 — e_aT)zk
— li _—aTl ( _ —akT
s [(z e e e“T)] ‘

o(kT) = 22: [residuo di = 1;?;_ s - z]

1=1
_ —aT\ Jk+1 —a(k+1)T
o= lim (z —e ™)z _ e
sse=al | (z — 1)%(z — e—oT) (1 —eal)?
1 d Zk+1
ky = lim — |(z — 1)?
2T 2o 1)lds [(Z o7 P e“T)]
kE+1 1

1 — e—al (1 _ e—aT)Q
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e Esempio. Antitrasformare la funzione

10
X =09
Si noti che ora
102
X(2)2" (z—1)(z —2)

Per k=0

) 10

X&) = oo oy

la funzione ha quindi 3 poli semplici, z = 0,2z = 1,z = 2, mentre per
k > 0 X(2)2"! ha solo i due poli 2 = 1,2 = 2. Questi due casi sono
quindi da considerarsi separatamente.

e Caso k£ = 0. Si ottiene

3
z(0) = Z [residuo di m nel polo z = z;
i=1
ove i residui valgono
[ 10
ki = lim |z -5
=0 | z(z—1)(z —2)
| 10 '
b= I |G Dy =Y
) 10 ]
ks = 1 — 2 =5
370 (z )z(z —1)(z —2)]

e quindi

z(0) =k +ko+ks=5—-10+5=0
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e Caso &k > 0. Si ottiene ora
9

x(k) = Z [residuo di % nel polo z = z;
i=1
ove i residui valgono
i 1 k-1
By = T |(z — 1)— 02 ~ —10
| (z=1)(z = 2)]
[ 10251
ky = li — 2 =10(2"!

e quindi
z(k) = ki +ky = —10+10(2" 1) = 102" — 1)

In definitiva si ottiene

0 k=
z(k) = { 10251 = 1) k=1,2,3,...
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e CAMPIONAMENTO E RICOSTRUZIONE

e | sistemi in retroazione con controllo digitale sono caratterizzati da una par-
te continua (il processo da controllare) e una parte discreta (il controllore
digitale)

e Sono quindi presenti sia variabili a tempo discreto sia variabili a tempo
continuo

e | dispositivi di interfaccia sono il campionatore e il ricostruttore

e(t) e(kT) 1z (kT) x,(t)

i Controllore ——— Ricostruttore

_________

e Ricostruttore di ordine zero:

_ i 2 (kT)[h(t — ET) — h(t — (k +1)T)]

o0 e KTs _ e—(k—l—l)Ts 1 — ¢ Ts o0 .
X.(s) = Y a(kT) [ - ] - sz(me s
k=0 k=0
Ho(s) = 2T e " R kT
o(s) = p = Z z(kT
k=0

0/ T 27 3T 4T 5T ¢
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e |l campionatore impulsivo &€ un modello ideale del campionatore reale (con-

vertitore A/D) considerato adeguato alle esigenze di analisi e progetto dei

controlli digitali

e | 'uscita del ricostruttore di ordine zero vale:

Xi(s) = Hofs) X*(s) = +—— X*(s)

(1) z(kT) ,(t)
. Hold ——"—

x(t) ¥ (1) 1 —eTs (1)

5T S
X*(S) _ Z.’E(kT)e_kTS
k=0

P sT — 1 |
— e s = T nz

X*(s)] 1 . > wkT) 2t

s=—=Inz ;-

Zanasi R., Bonivento C., Melchorri C. - CONTROLLO DIGITALE
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e Latrasformata zeta della sequenza x(kT') anziche la trasformata di Laplace
del segnale x*(t) permette di operare con funzioni razionali fratte.

2*(t) = x(t) op(t) Z(St—nT

I 1
Cp = —/ op(t) e 7 "stdt = —
T J, T
ne segue
1 — ) nwgt
(1) = a(t) D el
- 7 3w

LS e = L S Ko g

n=——oo n=——oo

e A meno della costante moltiplicativa 1/7, la trasformata di Laplace X*(s)
del segnale campionato si ottiene dalla somma degli infiniti termini, X (s—
j nws), ciascuno dei quali si ottiene dalla X (s) mediante traslazione di
7 nws nel campo complesso.
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e L'andamento spettrale del segnale campionato vale:

X*(jw) = Z X(jw — jnws)
(X (jw)|
1
—w. 0 we w
|X*(jw)|
—éws Sws —@5 _fﬁ 0 chs Ws Sws 2ws
2 2 2 2

e La condizione w; > 2w, mantiene distinto lo spettro originario dalle com-
ponenti complementari per cui, mediante filtraggio, e possibile ricostruire
completamente il segnale z(t)

e Nel caso in cui la condizione wy > 2w, non é rispettata:

|X*<jw>| |
NVANVA

X XXX

—2ws 0

e Lo spettro originario e parzialmente sovrapposto alle componenti comple-
mentari contigue per cui mediante filtraggio non e piu possibile ricavare il
segnale originario a partire dal segnale campionato
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e TEOREMA DI SHANNON

e Sia w, = QT” la pulsazione di campionamento (7" & il periodo di campio-

namento), e sia w, la pit alta componente spettrale del segnale tempo-
continuo z(t). ll segnale x(t) & completamente ricostruibile a partire dal
segnale campionato x*(t) se e solo se la pulsazione w; & maggiore del

doppio della pulsazione w,:

Wy > 2W,

e Ricostruzione mediante filtro ideale

G1(jw)

T wS < < wS
_ w S
G[(jw) = { 2 — T 2

0 altrove

T
T

|

_Ws
> 0

Ws

2

e |l filtro ideale G';(jw) non & fisicamente realizzabile. La sua risposta al-

I'impulso vale:

g1(t) = 'Sincgis/t 2/ .

e Formula di ricostruzione di Shannon

z(t) = /OO (1) gr(t — 7)dr

(0. 9]

dr

_ i o(kT) /OO §(r — k) mnlt = 7)/2)

k:_oo - ot —1)/2
-~ sin(w(t — kT)/2)
k;j(m ws(t — KT)/2

e Occorrono tutti i campioni x(kT) passati e futuri

e Si usano ricostruttori causali e facilmente realizzabili
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e ALIASING

e Con il termine aliasing si indica quel fenomeno per il quale, mediante
campionamento, si generano delle nuove componenti spettrali (armoniche)
alla stessa frequenza della componente spettrale di partenza che impedi-
scono la corretta ricostruzione del segnale di partenza.

e Si puo avere aliasing solo nel caso in cui la condizione w; > 2w, del
teorema di Shannon non sia verificata

e Esempio:

{ x(t) = sin(wst + 0)
y(t) = sin((wy + nw;)t + 0)

aventi stessa fase 6 e pulsazione che differisce di un multiplo intero di w;.
e Se i due segnali vengono campionati
( 2(kT) = sin(wskT + 0)

y(kT) = sin((we + nws)kT + 0)
sin(wokT + 2kmn + 0)
= sin(wokT + 0)

A\

\

e | valori campionati coincidono: x(kT) = y(kT)
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e Esempio: wy + wi = nwy
_ 1 _ _ 7
® Posto wi = gw; e wo = ws — w1 = gw

z(t) = sin(wit) = sin(wyt/8)
y(t) = sin(wqt) = sin(Twst/8 + m)

e Campionando si ha

[ 2(kT) = sin(wsk T/8) = sin(2k7/8)
= sin(km/4)

y(kT) = sin(TwskT /8 + m) = sin(7Tkmw /4 + )
\ = sin(kw/4)

e Per evitare fenomeni di aliasing si deve provvedere ad introdurre un op-
portuno filtraggio passa-basso prima del campionatore.
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e Campionamento della risposta all'impulso di un sistema del secondo ordine

29
G —
(s) s?+6s+25
e Il sistema (G(s) ha un guadagno statico unitario, ha due poli complessi
coniugati p; 9 = —3 = j4, pulsazione naturale w,, = 5 rad/s e coefficiente
di smorzamento § = 3/5
25
G(s) =
(5) (s+3)% + 42

e Diagramma delle ampiezze di G(jw):

‘scala logaritmic

0 il
g
S 20r 1
=
=
g _40 L |
_60 [ B [ B L T
101 100 101 102 103
scalalineare
3
=
O} i

40 45 50

® Per w > 10w, = 50 rad/s = @, I'ampiezza di G(jw) € inferiore ad un
centesimo (-40db) del guadagno statico

e Lo spettro, pur essendo a banda teoricamente illimitata, risulta essere
praticamente trascurabile per pulsazioni maggiori di w = 50 rad/s
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e Applicando la Z-trasformata si ha

25 e 3 sin(4T) 2
4 22 —2e 3T cos(4T) z + e 67

G(2)

e La risposta spettrale e data da

G*(]W) — G(Z)|z:ejWT 0 S W

VAN
~| =

&

e Andamento spettrale di G*(jw) quando T'= % e T

20

15

10

0 50 100 150 200 250

20

15+ :

0 50 100 150 200 250
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e Tipici ricostruttori di segnale

z(kT) x,(t)
— 1 Ricostruttore ————

o(t) = 2(kT) + dzf) (t=kT)
d? x(t) (t — kT)?
e |, 2
dx(t) _akT) —=z((k—1)T)
dt | _pr I

e Ricostruttore di ordine zero

xo(t) = x(kT) ET <t<(k+1)T
g()(t) —sT
! Hls) =~
I ; ps I |
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e Ricostruttore di ordine uno

z(kT) —z((k—1)T)

z1(t) = z(kT) + T (t — kT
91()
1
| 2 T |
| ; x |

1+Ts [1—esT 2
i ()

e Ricostruttore di ordine frazionario

z(kT)—z((k—1)T)

zi(t)=z(kT)+ K T (t—kT)
95(t) K=3
1
] 2T |
| - g |

Hyls) = 2218 (1 — 68T>2 N U ) ot

Zanasi R., Bonivento C., Melchorri C. - CONTROLLO DIGITALE A.A. 2000/2001



Capitolo 3. CAMPIONAMENTO E RICOSTRUZIONE 37

e Ricostruttore ad uscita continua
z(kT) —z((k—1)T)

z(t) =x((k—1)T)+ T (t — kT
ge(t)
1
T T T

e RICOSTRUTTORI DI SEGNALE

(j (jy/qw

xc(ﬂ
- ﬂ t
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e La risposta frequenziale del ricostruttore di ordine zero:

1 — e JwT 2€—ij/2 6jcuT/Q . e—ij/Q

Hy(jw) = , = ,
O(J ) Jw ) 27
_ Tsin(wT/2) o= iwT/2
wT' /2
e Modulo
sin(wT/2)
Hy(jw)| =T | ——~—=
e Fase
. o wT wT
Arg[Hy(jw)] = Arg |sin > |~
e Ricostruttore di ordine zero
Scala[ineare 0 S‘cqlg‘lggaritnjica‘t -
1 ] —~
0
= S -20r A
S £
S 05 | ‘i‘" 0l |
0 -60 "
0 1 2 3 4 101 100 10t
W/Ws W/Ws
O O T T T 17717 T T T TTT
_ -50F 4 50F .
o o
) )
-100]- | -1001 il
g 8
-150- | -1501 il
0 1 2 3 4 101 T 100 o
W/Ws W/Ws
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10

Ho(jw) ~ T e~ /<T/2
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e Risposta frequenziale del ricostruttore di ordine uno:

1— e T\ 1 + JwT

H(jw) = i 7
-1 _Smf;%z) (4 ) e
e Modulo
|Hy(jw)| =T % 2m
o Fase

Arg[Hi(jw)] = arctan wT — wT

e Ricostruttore di ordine uno

&alalwlneare T S‘C§\|‘a‘|‘0‘garltn"llca‘. T T T
15+ .
=
| R
= - -
I :
= 05 : E ]
O L I I O L
0 1 2 3 4 101 100 101
W/Ws W/Ws
O O T T 117171 T T T
__-100+ 4 -100F .
oy oy
RS 2
% -200 - : % -200- :
LL LL
-300+ - -300+ :
0 1 2 3 4 101 100 101
W/Ws W/Ws
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e Corrispondenza tra piano s e piano z
X*(S) — X(Z)|Z:68T
e Le variabili complesse s e z sono legate dalla relazione
z=ce

e Posto s = 0 + jw si ha

o eT((H—]w) _ logiTw _ eTaejT(aH— )

e Ogni punto del piano z € in corrispondenza con infiniti punti del piano s

e | punti del piano s a parte reale negativa (0 < 0) sono in corrispondenza
con i punti del piano z all'interno del cerchio unitario:

2| = e’ <1

| punti sull’asse immaginario (0 = 0) vengono mappati sul cerchio unitario
(]z| = 1), mentre quelli a parte reale positiva (¢ > 0) vengono mappati
all’esterno del cerchio unitario (|z| > 1).

La striscia di piano s delimitata dalle rette orizzontali s = jw,/2 e s =
—jws/2 prende il nome di striscia primaria
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e Striscia primaria e Strisce complementari

Jw
g
J2
Striscia
complementare s plane
0 5 3ws
J73
Striscia I'm z plane
complementare 1
g
J2
Striscia 1
primaria 0 o 0 1 Re
g
N
Striscia
complementare
- 3w
Striscia
complementare
7. _ 5 5Ws
J73

e Posto s =0 + jw si ha

dove
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e Mapping tra striscia primaria e piano z

Jw
piano s
___ﬁ - - - - :;— ]%
Striscia 1

primaria SV

—00 s
5 “&)| T
_______ ebebe e — _]%

e Luoghi a decadimento esponenziale costante

Jw

pilano s

02

Im piano z
2
R/ @' \o
© Gy 0 ® Re
v
Im piano z
€+02T
K - Re
e
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e Luoghi a pulsazione costante

Jw piano s s = eT(a+jw2)]m piano z
j% z = eT(U+jwl)
]
jio
w
Jwi w]iT
0 g —1 wlTT 1 Re
Jwi
—j%
» — el(o—jwi)

e Un esempio di corrispondenza fra due regioni del piano s e del piano z

Jw piano s Im piano z

.ws

1 J7

""" Jwi
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e Luogo dei punti a coefficiente di smorzamento costante § = d;

+
.

s=—wtanf + jw = —w

[E—

| >,
[@%

€

[ = arcsin 0

piano s piano z
”””””””””””””” JWg/2 /
-1 1
************************* jws2 J
5 = esT _ 6(—wtanﬁ+jw)T _ e—wtanﬁej%’ © = wT
e Luoghi a coefficiente di smorzamento ¢ costante
1~ JWs/2 piano z
piano s /f
-1& 1
|- jwe2

e Luoghi a pulsazione naturale w,, costante

>, W

- jWg/2 piano z
piano s &
-1 % 1
- JWs/2
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e Luoghi del piano z a ¢ e w,, costanti

Wo0=0.6

Wo0=0.8

d=0 01 0.2 04

e | punti del piano s e del piano z, posti in corrispondenza per mezzo della
relazione z = e*, possono essere considerati come poli corrispondenti di
trasformate F'(s) ed F(z), con F(z) calcolata campionando F'(s)

jw | plano s Jjw 0 piano z

ST ETRED i N

X7 8 X9 4><5><

x4 xe X6 1211 10 /| 1 2 3

Ly 25 3% ° K/ .

X7 8 X9 4><5><
NI A L ; 6x

9
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POSIZIONE DEI POLI E RISPOSTE TRANSITORIE

nan e

1]

T

T \\
11l \ / THHHHHHH

X
X

TTTIT] \ 7 /y\\
NEEE 11 // />< H AREEERAREES
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PROGETTO PER DISCRETIZZAZIONE

e Tre classi di tecniche progettuali

1. Metodo indiretto o per discretizzazione di un progetto analogico
2. Metodo diretto ossia nel dominio discreto:

- progetto nel piano w (Bode)
- progetto con il luogo delle radici

- progetto con metodi analitici

3. Regolatori a struttura fissa (tipo PID)

e Metodo indiretto

Ya(t)

y(t)

e T il piu piccolo possibile 17
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e Tre passi concettuali

1. Definizione di T" e verifica dei margini di stabilita del sistema
1= e~ T
s+1

Sl

s+ 1

)
S
Sl

2. Discretizzazione della D(s)

3. Verifica a posteriori (simulativa e sperimentale) del comportamento dina-
mico

e TECNICHE DI DISCRETIZZAZIONE:

Metodo delle differenze all'indietro

Metodo delle differenze in avanti
Trasformazione bilineare

Trasformazione bilineare con precompensazione
Metodo della Z-trasformata

Metodo della Z-trasformata con ricostruttore di ordine 0

S A A e

Metodo della corrispondenza poli/zeri
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e METODO DELLE DIFFERENZE ALL'INDIETRO

1 — 271

T

e Esempio: dz—(tt) +ay(t) = az(t)

/Ot dg—it)dt = —a /Oty(t)dt + a/Otx(t)dt

calcolando per t = kT, per t = (k — 1)T e sottraendo si ha

y(kT) —y((k—1)T) = —a/( y(t)dt + a/ x(t)dt

k—1)T (k—1)T

2

—aT [y(kT) — x(kT)]

Y(2) =2 'Y(2) —aT [Y(2) — X(2)]

Y(2) B aT B a
1—z1l4alT 1—;_1 tLa

Integrazione all‘indietro
1.4 T T T

y(®
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e Legame fra il piano s e il piano z:
Jw Im|

7/ Piano s Piano z

o 1 Re

e Per 2 =0+ jw

. _1 . . _. 2_
Re<a+]w )Re((a+]w 1)(o ]w)>a otw _,

o+ jw 0% + w? 0% + w?

1, o (1)
o—=Z)+tw < |z
o=+t < (3)
e Regolatori stabili tempo continui D(s) vengono trasformati in regolatori
stabili tempo discreti D(z).
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2. METODO DELLE DIFFERENZE IN AVANTI

z—1

e Esempio

Q

/ y()dt ~ Ty((k — 1)T), / w(t)dt ~ Ta((k —1)T)
( (

k—1)T k—1)T

y(kT) = y((k = 1)T) — aT [y((k — 1)T) — =((k — 1)T)]

Y Tz!
(Z):G(z): alz - clz
X(z) 1—(1—-aT)z —+a
z—1
Re(s) = Re < T > <0 — Re(z) <1
Jw Im
/// Piano s Piano 2

\\‘

e Un regolatore stabile D(s) puo trasformarsi in un regolatore instabile D(z).
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3. TRASFORMAZIONE BILINEARE

21—zt
§ = —
T1+ 21

e detta anche integrazione trapezoidale (o di di Tustin)

[" v~ BOT 0T
(k=1)T 2
/WT ()t [@(kT) + x((k — 1)T)]T
(k—1)T 2
Jw Im
7 Piano s Piano z

7,

Re(z_l) <0
z+1

w—1 P — 14w’ + 52
Re a+‘7‘w — Re |2 A <0
o+ jw+1 (0 + 1) + w?

ol +w?<1
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e Relazione frequenziale tra il piano w, il piano z ed il piano s

Piano w Piano z Piano s
Y 1+ wT/2 [m 1 Jjw
Z7=—— s=—=Inz Ws
| — wT/2 2oL
-1 1
by Re
2z-1 T _%s____
C Tz4+1 ==¢

e |La trasformazione
distorsioni

5€2

non genera sovrapposizio

21— e JwT
T1+ e iwT

9 eij/2 _ e—ij/Q

ne frequenziale, ma introduce

2 2jsinwT/2

T 2coswT/2

T eiwT/2 4 e—jwT/2
2 ; w1
= J—tan —
Ty
W
D.(j2) = Dg(e’")
per IGGW)|
2 W
() = —tan —
T
G(eAGWT))|

ws/2
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4. TRASFORMAZIONE BILINEARE CON PRECOMPENSAZIONE

wy 1—2z71 w; z—1

S— o
tan“lT 1+ 271 tanwlTZJrl

e Per () = wy si haw=w;

e Esempio
a

G(S):3+a

e Precompensazione alla frequenza w = a

a 1—z71
5 —
tan 2t 1+ 271
G(2) tan - (1 + 271)
Z) =
! (tanT—l)z L+ (tan 2 4 1)

e Esempio. Progettare un filtro passa basso discreto che approssimi il com-
portamento frequenziale nella banda [0, 10]rad/s del filtro analogico

10
G(s) = con T=02s
s+ 10

10 1+ z7 !

Ga(z) = 212 9

2Lt 40
: 10 1
Gd(eij)

]Ttan L 110 ]tanO.lw + 1

e Utilizzando la precompensazione di frequenza per w = 10 rad/s, si ottiene

10 _ 0.609(1 + z 1
0 12704110  140.218271

tan 10T 1+z

Gd(z) =
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Ampiezzadei filtri analogico e digitali

|G| (db)
w

5L (b)

©

_8 i i i i i I N ! i y i i i i [
100 101 102

W (cont.) eW (anal.)

5. METODO DELLA Z-TRASFORMATA

e Invarianza della risposta all'impulso

e Possibilita di aliasing

e Da D(s) stabili a D(z) stabili

6. METODO DELLA Z-TRASFORMATA CON RICOSTRUTTORE DI OR-

DINE 0 o dell'invarianza alla risposta al gradino

z! [D(z)l ! 1] _ [D(sﬁ]

D(z)=(1- zl)zl

S
NG
—_ 1
I
NN
1
—_
|
™
o
N~

e Possibilita di aliasing

e Da D(s) stabili a D(z) stabili
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7. METODO DELLA CORRISPONDENZA POLI/ZERI
e Si fattorizza numeratore e denominatore di D(s)
e Trasformazione dei poli e zeri
(s+a) — (1—e @27
(s+azxjb) = (1—2eTcosbTzt +e 201272
e Si introducono zeri in z = —1 in numero pari al grado relativo
e Si aggiusta il guadagno alle basse (z = 1) o alle alte (z = —1) frequenze
e Esempio
b
D(s) = S +
s+a
z—e T
D(z) = k———
() =y
1 — G_bT
D(Zzl):km:D(SZO):
- 91 _ e—aT
al —e 0T
e Esempio. Filtro passa alto
S
D(s) =
(S) s+ a
z—1 1+e
D(z) =k k =
(2) z —eaT 2

Zanasi R., Bonivento C., Melchorri C. - CONTROLLO DIGITALE

AA. 2000/2001



Capitolo 7. PROGETTO PER DISCRETIZZAZIONE

106

e Esempio
1 1
(s+a)2+b* (s+a+jb)(s+a—jb)

D(s) =

e Eccesso poli-zeri uguale a 2

(2 +1)°
22 — 22e79T cos bT + e—2aT

D(z)=k

1 — 2¢ T cosbT + e 20T

k pu—
4(a? + b?)

e Esempio

e Specifiche in retroazione unitaria:

-0=05 (5 =16.3%) e T, < 2 s (al 2%)

4

dwy,

=2 = wp =4 rad/s

e Scelta del periodo di campionamento T":

- oscillazioni smorzate con periodo 27 /(w, V1 — %) = 1.814 s

- circa 8-10 campioni per oscillazione

e ['=02s

e Effetto di ritardo introdotto dal ricostruttore

1 —e T 1 10
Hy(s)=——— ~ @G _ _
() p W) = T T 5410
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gradi

101 100 101 102
rad/s

e Un controllore analogico D(s) che soddisfa le specifiche per il sistema
modificato GG, € il seguente

5+ 2
e Posto G, (s) = D(s)Gp(s)G(s), la funzione di trasferimento complessiva
) 202.5

Ga(s
G —_
008) = T Gu(s) ~ 55 1 16.06752 + 66.675 + 2025

ha i poliin s =—12.665ein s = —2 4 53.462

e Per |la coppia di poli dominanti vale 6 = 0.5, dw,, =2 e quindi T, =2 s

e Si passa al dominio discreto con la trasformazione per corrispondenza di

poli e zeri
z = e 0T — ().2644, z=e 2 =0.6703
— 0.6703
D(z) = k=
z — 0.2644
D(z=1)=D(s=0) =  k=1357
— 0.6703
D(z) = 13.57>

z — 0.2644
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e Risposta del sistema discreto in catena chiusa (a) e corrispondente uscita
del regolatore (b)

(a) uscitadel sistema equivalente discreto

12 o

0.6+ :

y(KT)

041 '

0.2

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

(b) Variabile di controllo
14 T T T

12

10+ :

m(kT)

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
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