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Si risolvano i seguenti esercizi.

a.l) Calcolare la trasformata di Laplace X (s) dei seguenti segnali temporali x(¢):

z1(t) = (6 + 3e ") sin(5t), zo(t) = (3 + 5tt) e

Soluzione:

30 n 15 X, (s) 3 n 120
s) = :
2452 (s+2)2+52 2 (s—2) (s—2)

Xi(s) =

a.2) Calcolare la risposta impulsiva g;(¢) delle seguenti funzioni di trasferimento G;(s):

s+ 2 7
Gl=ry @) =3y
Soluzione: t
gi(t) = 6(t) — Te™t, g(t) =7 {1 . e*ﬂ

Infatti la funzione G'1(s) ha grado relativo r = 0 per cui prima di essere antitrasformata deve
essere scomposta nella somma di un termine costante G, e di una funzione G (s) avente grado
relativo r > 1:

7 = :
Gi(s)=1— ool G+ Gi(s) dove G, = slggoG(S) =1

Per antitrasformare la G5(s) si deve prima portarla nella forma poli-zeri:

25(1—1—35):55(34—%) 3

Gi(s) 7 7 1 7[3_@}

b) Dato lo schema a blocchi riportato in figura, calcolare la funzione di trasferimento Gy(s):
H1 N

R;

G2 > G3 _’®_§73’
G (S) _ YE;(S) _ G2G3 + Gl(l + G2H2 + G2H3) H
! R3(S) 1 + G2H2 + G2H3 + G2G3H1 2

H;

A 4

G

c¢) I diagrammi riportati sotto sono relativi a due sistemi a fase minima G4 (s) e Ga(s).
Per ciascuno dei due sistemi e nei limiti della precisione consentita dai grafici, calcolare:

c.1) il margine di ampiezza M, del sistema;

c.2) il margine di fase M, del sistema;

c.3) il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di fase M, = 50;
c.4)

il guadagno K, per cui il sistema K, G(s) ha un margine di ampiezza M, = 10;



I parametri richiesti hanno il seguente valore:
G1(jw) G (jw)

Diagramma di Nichols Diagramma di Nyquist

15

Imag

Mag [db]

N
o oo s 0 i B I

cl) M,=6.02db =2 cl) M, =0617

c.2) M,=21.4 c.2) M, =-285

c.3) K,=-6.28db =0.485 ¢.3) K, =0.526

c4) K,=-14db =0.2 c4) K, =0.0617

Sia dato il seguente sistema retroazionato:
G(s)
r(t) e(t) 10 (s — 4) y(t)

T K s(s+0.1) (s +90) )

d.1) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile.

quazione caratteristica del sistema retroazionato e:
10(s —4)
s(s+0.1) (s +90)
La tabella di Routh ha la seguente struttura:

1+ K =0 — §490.1s* + (10K 4+ 9)s + (—40K) =0

3 1 10K +9
2 90.1 —40K
1{941K + 810.9

0 —40K

Dalla tabella di Routh si ricavano i seguenti vincoli:
941K + 810.9 > 0, —40K > 0,

dai quali si ricava:
K > —0.86174, K <O.

Quindi il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile per:
Ky =-0.86174 < K < 0.

La pulsazione w; corrispondente al valore limite K; e:

40K,

= 0.61852.
90.1

w1 =

2



d.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 1.

Diagramma asintotico dei moduli

Poo
Figura 1: Diagrammi di Bode della funzione G(s).

Le funzioni approssimanti Gy(s) e Go(s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:

—4.4444 10
Go(s) = — Gools) = =x
Le corrispondenti fasi ¢y e ¢, hanno il seguente valore:

37

Yo = —77 Poo = —T.

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno S alla pulsazione w = 0.1 e il guadagno ~
alla pulsazione w = 90 sono:

B =|Go(s)|,_g, = 44.44 = 32.96 db, v = |Goo(8)],_gy = 0.001235 = —58.17 db.

I diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 2.

d.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G(s). Cal-
colare esattamente la posizione o, di un eventuale asintoto verticale, le eventuali intersezioni o;
con l'asse reale e i corrispondenti valori delle pulsazioni w; .

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) & mostrato in Fig. 3. La fase iniziale del

sistema ¢ ¢y = —37”. Per w — 07 il diagramma parte in ritardo rispetto a tale fase in quanto la
somma delle costanti di tempo del sistema ¢ negativa:
1 1
AT =— —10 - — = —10.26 < 0.
—4 90

Il sistema e di tipo 1 per cui esiste un asintoto. La posizione dell’asintoto e la seguente:

0, = KA, =—4.4444 - (—10.2611) = 45.6049.
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Figura 2: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Figura 3: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).



Partendo dalla fase iniziale pq = —37”, la variazione di fase A che il sistema subisce per
w €0, oof &

T T T 3m
Ap=——=———— = ——
2 2 2 2
Ne segue che il vettore G(jw) ruota di —37” in senso orario per raggiungere la fase finale ¢, =
—m. Per w — oo il diagramma arriva in anticipo rispetto alla fase finale ¢, = —7 in quanto la

somma A, del sistema ¢ positiva:
Ay =4+01+90=94.1>0.

L’andamento del diagramma di Nyquist della funzione G(s) nell’intorno dell’origine ¢ mostrato
in Fig. 4.

Diagramma di Nyquist
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Figura 4: L’andamento del diagramma di Nyquist della funzione G(s) nell’intorno dell’origine.

Esiste una sola intersezione con il semiasse reale positivo. L‘intersezione avviene nel punto:
1 1

S Y {1604
4 K, —0.86174

in corrispondente della pulsazione w* = 0.61852.

d.4) Calcolare il valore di K necessario per avere un errore a regime |e,| = 0.02 per ingresso a
rampa z(t) = 4t.

Soluzione. L’errore a regime e, del sistema retroazionato per ingresso a rampa z(t) = 4t é:

Ro 4 200
v=——7=——=0U = -~ _4 .
“ =% T pamr 002 - K== g

I1 valore di K trovato non é peré compatibile con i valori di K (—0.86174 < K < 0) che rendono
stabile il sistema retroazioniato.

e) Sia dato il seguente sistema retroazionato:

HT— K (5 +2)? -




e.1l) Determinare per quali valori di K il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile. L’e-

quazione caratteristica del sistema retroazionato e:

(s —10) (s — 0.1)
(s +2)

1+ K =0 — (K+1)s*+(40-10.1K)s+ (K +4)=0

La tabella di Routh ha la seguente struttura:

2 K+1 K +4
1{4.0-10.1K
0 K +4

Dalla tabella di Routh si ricavano i seguenti vincoli:
K+1>0, 4.0 -10.1K > 0, K+4>0,

dai quali si ricava:
K> -1, K < 0.39604, K > —4.

Quindi il sistema retroazionato ¢ asintoticamente stabile per:
-1 < K <0.39604 = K*.

La pulsazione w* corrispondente al valore limite K™ e:

K*+4
w “K*+1 7745

Imponendo che tutti i coefficienti della prima colonna della tabella di Routh siano negativi, si
ricava:

K+1<0, 4.0-10.1K <0, K +4 <0,

da cui si ottiene un sistema di disuguaglianze:
K < -1, K > 0.39604, K < —4.

che non ammette nessuna soluzione.
e.2) Tracciare i diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G.(s).
Soluzione.

I diagrammi asintotici di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in
Fig. 5.

Le funzioni approssimanti Gy(s) € Goo(s) per w — 0 ed w — oo sono le seguenti:
Go(s) = 0.25, Go(s) = 1.
Le corrispondenti fasi ¢y € ¢ hanno il seguente valore:
o = 0, Yoo = 0.

Sul diagramma asintotico delle ampiezze il guadagno [ alla pulsazione w = 0.1 e il guadagno ~
alla pulsazione w = 10 sono:

B =|Go(s)],_g, = 0.25 = —12.04 db, V= |Goo(8)],yp = 1 = 0 db.

[ diagrammi di Bode delle ampiezze e delle fasi della funzione G(s) sono mostrati in Fig. 6.

e.3) Disegnare qualitativamente il diagramma di Nyquist “completo” della funzione G.(s).
Calcolare esattamente la posizione o, di un eventuale asintoto verticale.

Soluzione. Il diagramma di Nyquist della funzione G(s) ¢ mostrato in Fig. 7. La fase iniziale

6
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Figura 5: Diagrammi di Bode della funzione G(s).
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Figura 6: Diagrammi di Bode della funzione G(s).



Diagramma di Nyquist

Real

Figura 7: Il diagramma di Nyquist della funzione G(s).

del sistema ¢ @9 = 0. Per w — 07 il diagramma parte in ritardo rispetto a tale fase in quanto
la somma delle costanti di tempo del sistema ¢ negativa:
1 0 1 1
AT=—+ ——-—=-=-11.1<0.
[ T T R
Il sistema ¢ di tipo 0 per cui nel diagramma di Nyquist non ¢ presente nessun asintoto. Partendo
dalla fase iniziale ¢ = 0, la variazione di fase Ay che il sistema subisce per w €]0, oo é:

Ne segue che il vettore G(jw) ruota di —2 7 in senso orario per raggiungere la fase finale ¢, = 0.
Per w — oo il diagramma arriva in anticipo rispetto alla fase finale ¢, = 0 in quanto la somma
A, del sistema ¢ positiva:

A,=10+01+2+2=14.1>0.

Per K = K*, I'intersezione del diagramma di Nyquist con 'asse reale negativo si ha nel punto:

1 1
o — _92.5253.
7 K*  0.3960 5253

in corrispondente della pulsazione w* = 1.7745.

f) Si faccia riferimento ai diagrammi di Bode della funzione G(s) mostrati in figura.



Diagramma dei moduli
40 T T T

Nei limiti della precisione consentita dal
grafico, ricavare l'espressione analitica della

funzione G(s).

Mag (db)

600 - (s? + 0.03 s + 0.022)
s(s+0.1)(s+0.8)(s? —2s + 82)

G(s) =

Stimare in modo approssimato eventuali
valori di ¢.

Phase (deg)

Frequency [rad/s]

Soluzione. La funzione di trasferimento del sistema e la seguente:

K - (54 0.03 s + 0.022)

G = ST 0+ 08— 25 + 8

Il valore K = 600 pud essere calcolato in due modi diversi:

1) calcolando il modulo g dell’approssimante G(s) in corrispondenza della pulsazione w = 0.02:

0.00007813 K

S

~0.00007813 K

=f~74db~2.34 K~ )
0.02 b ~7 3 — 600

|G0(S>|s:0.02j = ‘

§=0.02j
2) calcolando il modulo v dell’approssimante G (s) in corrispondenza della pulsazione w = 8:

K

g3

K

-3
s=87 8

|Goo(8)] g = =75 ~1.38db~1.17 — K ~ 600.

I coefficienti di smorzamento ¢ delle coppie di poli o zeri complessi coniugati presenti all’interno
della funzione G(s) sono i seguenti:

(s2 — 25+ 8% - M, ~12db=4 — 0= 55— ~=0125
(s +0.0354+0.02%) — M, ~-352db=0.667 — 0=55— =075

I valori M, si leggono sul diagramma di Bode dei moduli come distanza tra il diagramma
asintotico e il diagramma reale alla pulsazione wy,.
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Si risponda alle seguenti domande.

5Y(t) +3i(t) +y(t) +4y(t) =3i(t) +2x(t)

2. Disegnare l’andamento qualitativo () della

risposta al gradino del seguente sistema:
s

R FEy

Calcolare inoltre il valore iniziale vy, il valore ¥y,
e il tempo di assestamento T, della risposta al
gradino y; (¢):

Yo =1, Yoo = 0, T, ~0.75

. Sul piano di Nyquist riportato a fianco di-
segnare 'andamento qualitativo della funzio-
ne di risposta armonica G(jw) di un sistema
G(s) a fase minima caratterizzato dai seguenti
parametri:

a) Guadagno statico G(0) = 4;

b) Margine di fase M, ~ 30°;

¢) Margine di ampiezza M, ~ 2;
)

d) Grado relativo r = 3;

Y (s) 352 +2

Risposta al gradino

1. Scrivere la funzione di trasferimento G(s) corrispondente alla seguente equazione differenziale:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
Time [s]

Diagramma di Nyquist

2

Yoo

. Calcolare la risposta a regime y(t) del sistema G(s) quando in ingresso e presente il seguente

segnale z(t):

G(s)
z(t) =5+ 3cos (2t) 8
T (s+2)p

Infatti si ha che:

y(t) ~ 10+ 3 cos (2t — )

—

, 8 . . 2 7r
G(j2) = 2+2e — |G(j2)|=1, argG(j2) = —2 arctan (§> =3
. Calcolare I’evoluzione libera del sistema 2¢(t) + 3y(t) = 0 partendo dalla condizione iniziale
y(0) = 4. .
B=gos o u =4

10



6. Un sistema del secondo ordine a poli complessi coniugati e privo di zeri, ha un picco di risonanza

10.

11.

12.

r

Mp maggiore di uno se e solo se

O0<d<1 O0<d<? ®0<ds< 5 O0<d<V2

. Si faccia riferimento al diagramma di Bode dei moduli di un sistema G(s) a fase minima.

Diagramma dei moduli
50 T T

Utilizzando la formula di Bode, calcolare in
modo approssimato la fase ¢ del sistema G(s)
in corrispondenza delle seguenti pulsazioni w:

w =004 — =7 %
woy =1 - a7 -
ws = 100 — 3~ —7
wyg = 2000 — g~ —g

Frequency [rad/s]

. La pulsazione di risonanza wg di un sistema del 2° ordine e:

O wr=wpV1—02 Q) wrp=w,v1—24? O wr=wpdV1—062 O wr=wpdVv1—262

. Scrivere la funzione di trasferimento G(s) di un sistema del secondo ordine caratterizzato da un

guadagno statico G(0) = 3, da una pulsazione naturale w, = 5 e da un tempo di assestamento

T, = 6 s alla risposta al gradino:
75

Gls) = s24+s+4+25

Calcolare 'errore a regime e(co) per i seguenti sistemi retroazionati:

t)=2 e®)] 6 Jylt) rt)=3t e)[(s+10)]yt) r(t) =3t e(®)](s+3) |y
(s+3) s(s+4) s2(s+1)
2 2 3 6
e(c0) = 135-3° 0.666 e(c0) = ? =1.2 e(00) = 3= 9

Disegnare I'andamento qualitativo y;(¢) della risposta al gradino unitario del seguente sistema:

50(4 + 0.95)(3s + 20)(s* 4 8s + 60%)
(s +5)(0.3s + 5)(s% + 1.2s + 40)(s% + 15s + 400)

Risposta al gradino

G(s) =

90

Calcolare inoltre: T,
a) il valore a regime vy, della risposta al Il
gradino per t — oo;

b) il tempo di assestamento T, della risposta

al gradino y; (t); S
c¢) il periodo T, dell’eventuale oscillazione A A A AT Yo
smorzata presente sul segnale y; (t): |

70

60

yOO:367 Ta25S, Twﬁﬁ:OQQSS 07 ‘ ‘ ‘ ‘ T, |

Time [s]

Scrivere il modulo M(w) = |G(jw)| e la fase p(w) = arg G(jw) della funzione di risposta
armonica del seguente sistema G(s):

_ _(w?425)
G(S) — ﬂ 6_35 N {M(W) T W2V1+16w2

s%(4s — 1) p(w) =2arctan ¥ — 7 — (7 — arctan4w) — 3w



