2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.1

Scomposizione in fratti semplici

La determinazione dell’evoluzione libera e dell’evoluzione forzata di un
sistema lineare stazionario richiedono |'antitrasformazione di una funzione
razionale fratta:
Fs) P(s) by 8™ +by 18" 4+ +bs+ by
Q(s) s"+a, 15"+ ...+ ars+ag

La differenza n—m fra i gradi del denominatore e del numeratore prende

{
il nome di grado relativo della funzione razionale F'(s).
e La funzione F'(s) pud essere scomposta in fratti semplici se & stretta-
mente propria, cioé se presenta una grado relativo almeno pari ad uno.
e La funzione F'(s) pud essere espressa anche in forma fattorizzata
(s —21)(s—2)...(5s— 2zm)
F(s)=K
(s =p1) (s —p2)... (s —pn)
e Le costanti complesse 21, ..., 2, € p1,...,p, vengono dette, rispettiva-
mente, zeri e poli della funzione F(s).
e Valutazione grafica della funzione F'(s):
w 4
piano s
S—L__ S
pLX——
o .
21 P3 (8]
$—DP2
P2
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.2

e In relazione all’antitrasformazione si distinguono due casi:

— 1) tutti i poli sono semplici;

— 41) si hanno poli multipli.

e Nel caso di poli semplici la funzione puo essere scomposta come segue:

Qs) (s=p)(s—=p2)...(s=pn) < s—Di

e Le costanti K; (dette residui) sono reali in corrispondenza dei poli rea-
li, complesse coniugate in corrispondenza delle coppie di poli complessi
coniugati. Esse si ricavano utilizzando la formula:

~—

P(s
}Q:@_mb@

S=D;

e Una volta che la funzione F(s) e stata scomposta in fratti semplici, &
immediato antitrasformarla:

f(t) =1 Kiel

e Esempio. Sia

5s+3 K Ky K3
F(s) = = + +
(s+1)(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3

| residui si calcolano nel modo seguente:

5(—1
K — (=1)+3 _
(—=1+2)(-1+3)
5(=2)+3
Ky, = (=2)+ =7
(—=2+1)(-2+3)
5(=3)+3
PR 1R
(=3+1)(-3+2)
per cui si puo scrivere
1 7 6
F(s)=— —
(s) s+1+s+2 s+ 3

e quindi

ft)=—e'+Te? —6e ™
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.3

Quando si hanno coppie di poli complessi coniugati

p=o1tjw, pr=01—Jw
anche i residui sono complessi coniugati
Ki=ui+jvi, Ky=wu—ju
La somma di fratti semplici ad essi relativa &
Ui+ Jv1 L — J U1
§s—o01—Jwy S—o01+Jjwr

M, ::2\/u%+v%, 1 :=arg (uy + jv1) ,

M, ele1 e~J¥
— + - ;
2<s—al—jw1 3—01—|—]w1>

da cui, antitrasformando, si ottiene
My
2
funzione che puo essere posta nella forma

Posto

Si puo scrivere

(ealt+j(w1t+<p1) + ealt_j(wlt+‘:01))

I

My ™ cos(wit 4 1) = My ™ sen(wit + 1 + 7/2)

Esempio. Sia:
_782—88+5_K1 K2 n Kg
34282455 s s+1—352 s+1+52

| residui sono i seguenti:

F(s):

7-0—8-0+5

K = . 1
0+1—42)(0+1+52)
T(—1+42)%—8(~1+j2)+5
C1+g2) - 8(1472) 45 _ 5, 5
(=1472) (=14 524+ 1+ ;2
7(—1—j2)2—8(—1—j2)+5_3_.4
(—C1—j2) (-1—j2+1—j2) ° 7

e pertanto
1+ 3+ 74 3—74
s s+1—72 s+1+4+3527

da cui, antitrasformando,
f(t)=14+10e " cos (2t + ¢) ,

in cui & p=arctan(4/3)=>53, 13°.
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.4

e Esempio. Si calcoli la risposta al gradino unitario del seguente sistema:

(,d2

G(s) L

T 82+ 20wps + w?

e Occorre antitrasformare la seguente funzione di uscita:

Y(s) =G(s)X(s) = s(s2+ 2;)£n8 + w?)

Essendo 0 = cos y, i poli del sistema sono:

p12 = 0t jw NP w=wpV1— 62
= —dw,  jw,V1 — §? '

o ¥ \@1
= —Ww;, CoSY T Jwysin @ 2

o — _ Re
_ wne:l:](ﬂ' ¥) o ow

— wneijgol

P2

La funzione Y'(s) puo essere fattorizzata nel modo seguente:

w2

Y(s) = "

s(s — w,el?1) (s — wye=ie1)

Usando la scomposizione in fratti semplici si ottiene:

K K K3
Y(s) = —+ . 2 _
S S — wpel¥l s — wpe ¥
K K K3
_ 1 + 2 + 2

S S—0—jw S—0+jw
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali

2.1.5

e || calcolo dei residui € immediato:

2
, w
Ky = lim — n s =1
s—0 82 4 20wy, s + w?
2
_ W
Ky = lim -
swnedel S(s — wpe )
W2

n

wneﬂpl (wnej@1 — wne_jSOI)
1 e_jgol

ele1 (e]@l — e_jSol) 2] sin 01
6.].901

_2j sin 1
e Quindi, la funzione Y'(s) & esprimibile come:

Y(s) = —+— T o '
(s) s 2jsinpi(s —o — jw) 2jsinpi(s — o+ jw)

e Antitrasformando si ottiene:

€_j901€(0+jw)t ej¢1€(0_jw)t

t) =1 —
y(t) * 27 sin @1 27 sin 1
eat ej(wt—gol) _ e—j(Wt_SOﬂ
= 14 = :
SN 1 2)
ot
— 14— sin(wt — 1)
sin ¢4
ot
— 14— sin(wt — m + @)
SN 1
ot
- 1 - — sin(wt + @)
sin

e—éwnt

v1— 942
= 1— ——sin |w,V1 — 02t + arctan ———
V1—62 J
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.6

Se si mantengono unite le coppie di poli complessi coniugati, la funzione F'(s)
puo anche essere scomposta in fratti semplici nel modo seguente:

h k

e K K'w? (1+1T;s)
F(s)= "0+ — + = :
(S) S ;14—’7}8 ;S2+25iwms+w§i

dove con 7; si e indicata la costante di tempo associata al polo reale p; = o;:

W §

piano s

O-Z ¥* -0-
0'1':41/7',;

mentre si € indicato con 9; il coefficiente di smorzamento e con w,; la
pulsazione naturale

oy
0; = —— = Wni 1=/ 07 + w;
\ O; + W
relativi ad ogni coppia di poli complessi coniugati p;19) = 0; = jw;.
La rappresentazione grafica dei parametri o;, w;, d; e w,; € la seguente:

(\]

Wk

\-- ------ W = WepiV 1-— 5,'2

|
|
I .
| piano s
]
: Wni
f
1
|
i
o ) -
1 g
— — i--»— L g
T, = b Wi

Si noti che il valore del coefficiente 0 € compreso fra 0 e 1: se infatti fosse
0 >1 le radici sarebbero reali;
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.7

e Tabella delle antitrasformate dei termini del primo e del secondo ordine:

F(s) f(t)
1
- 1 (u(?))
s
1 _z
—e T
1+ 7s T
p
“n Dn__=dunt gin wpty/1 — 62

$2 + 20w, s + w2 V1 — 62

w2 (1 +Ts) 1 —2T6wy, + T?w2 4., .
52 4+ 20w, s + w? Wh, 1— 5 o~ 0wnt s1n(wntm+ ©)

¢ = arg(l — dw,T = jw,Tv1 — §?)

e Determinazione grafica dei residui nel caso di poli semplici:

S — 21 B K] X K2 X Kg
(s—p)(s—p2)(s—ps) s—p1 s—p s—ps

F(s)=K
e La disposizione grafica dei poli-zeri e la seguente:

W 1}
X P1 plano 8

M3 M; M,

!
D2

e || residuo K si calcola con la formula

K (p1 — =) K M,
(p1 — p2) (p1 — p3) My M

dove My, Ms, Ms, p1, s e 3 sono le distanze e gli angoli dei vettori

K| = el (P2—p1=¢3)

mostrati in figura.

Zanasi Roberto - Controlli Automatici - 2001/02 2. SISTEMI DINAMICI LINEARI



2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.8

Antitrasformazione: il caso di poli multipli

e Si suppone che la funzione razionale F'(s) abbia h poli distinti p; (i =

l,...,h), ciascuno caratterizzato da un ordine di molteplicita r; > 1
h
(Ximi i =n):
P P
pis) - P (5
Q(s)  (s—p)(s—p2)2...(s—pp)m

Ty

(s —
h
ZE
=> 1

1=1 (=1

e e costanti K;; si ricavano mediante la formula

1 d! P(s)
K = — )"
vy =it Olror —
dove (i =1,... ,hl=1,... ,ri). Antitrasformando la F'(s) si ottiene:
h
Z trz epz't
1=1 (=1

o | coefficienti K;; sono complessi coniugati in corrispondenza di poli com-
plessi coniugati. | termini complessi coniugati corrispondono a prodotti
di esponenziali reali e funzioni trigonometriche, e si ottengono con un
procedimento del tutto analogo a quello seguito nel caso di poli distinti.

e Esempio:

1 _ K n Koo n Koy
(s+2)(s+1)2 s+2 s+1 (s+1)?

F(s) =
dove
Kin = (s+2)F(s)| __,=1,
Ky = L (s+1)2F(s) = -1,
Ky = (s+12F(s)|__,=1
Antitrasformando si ottiene

fit)y=e? —ette!
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.9

Sviluppi in somme di fratti semplici

e Si consideri il rapporto di polinomi
b s™ 4+ by 1 8" 4. 4 by s+ by
apS" 4+ a1 8"+ dars+ag

e Valgono le seguenti proprieta:

F(s) =

— i) se e n=m+1, la somma dei residui di F(s) & Zﬂ;

n

— 11) se € n>m+2, la somma dei residui di F'(s) & zero.

Si ricorda che, nello sviluppo in fratti, i residui di F(s) sono i coefficienti
dei termini con polinomio a denominatore di primo grado.

e Esempio 1:
s — 2z A B C
F(s) = = + +
e G som som om
Calcolati A e B, il calcolo del residuo C' & immediato: C' = —(A + B).

e Esempio 2:
1 A B C
F(s) = 5 = ,+ +
(s—=p1)*(s—p2) (s—p1)* s—p1 s—po
Il coefficiente A e il residuo C' si possono calcolare immediatamente:

1 1
A= , OC=—"+
P1— P2 (p2 — p1)
Applicando la proprieta # si deduce: B=—C.

e Esempio 3:

F(s) s— 2z A n B n C n D
s) = =
(s=p1)’(s—p2) (s—p1)° (s—p1)* s—p1 s—p
Il coefficiente A e il residuo D si calcolano immediatamente. Applicando la proprieta
it si deduce: C'= —D. Moltiplicando ambo i membri dello sviluppo per (s—p;) si
ottiene:
s—z A B s —
! - S+ +Cc+p2—1
(s=p1)*(s—p2)  (s—p1)* s—m 5 — D2
A B )

G-mP s-m o som
da cui si calcola
b2 — =
(p2 — p1)2
Applicando la proprieta 7z al nuovo sviluppo, si ottiene B=—F.

E =
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.10

e L'unica difficolta nell’antitrasformazione delle funzioni razionali fratte e la
fattorizzazione del polinomio a denominatore.

e || comportamento dell’antitrasformata per t tendente all’ infinito e legato
alla posizione dei poli in rapporto all'asse immaginario. Infatti, nel caso di
poli semplici si hanno termini (modi) del tipo:

K, Ke', Kesen(wt+ o)

in cui 0 e w sono le parti reale e immaginaria dei poli considerati, mentre
nel caso di poli multipli si hanno termini (modi) del tipo:

Kt Kthe | Kt'esen(wt+ o)

in cui A & un intero compreso fra l'unita e r—1, essendo r l'ordine di
molteplicita dei poli considerati.

e Nel caso di poli semplict, i termini tendono a zero per ¢ tendente all’infinito
se la parte reale del relativo polo € negativa, restano limitati se essa e nulla
e divergono se essa e positiva.

e Nel caso di poli multiplz, i termini tendono a zero se la parte reale del
relativo polo & negativa e divergono se essa & nulla o positiva.

e |'antitrasformata di una funzione razionale fratta rimane limitata se e solo
se la funzione da antitrasformare non presenta alcun polo a parte reale
positiva e gli eventuali poli a parte reale nulla sono semplici, diverge in
caso contrario.

e | poli che caratterizzano la trasformata della risposta del sistema a un
segnale di ingresso (come I'impulso di Dirac, il gradino, la sinusoide) so-
no quelli della funzione di trasferimento, piu quelli relativi al segnale di
Ingresso.

o Il sistema risulta stabile (asintoticamente) quando tutti i suoi poli sono a
parte reale negativa: infatti in tal caso le sue variabili tendono a riacquistare
asintoticamente per ¢ tendente all’infinito i valori che avevano prima della
perturbazione.
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2.1. SISTEMI DINAMICI LINEARI - Antitrasformazione delle funzioni razionali 2.1.11

e Modi della risposta nel caso di autovalori distinti (r = 1):

Am

__—0l

X
K
)
v

Re

e Modi della risposta nel caso di autovalori multipli (r > 1):

AIm

X >

0] 1
ol
o Y

Y ~v

0 t
0 vat
X
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