Controlli Automatici B Nome:
14 Marzo 2008 - Esercizi Nr. Mat.
Compito Nr. l[a= 3 ||[b= 5 Firma:

Negli esercizi che seguono, si sostituisca ad a e b i valori assegnati e si risponda alle domande.

a) Sia dato il seguente sistema retroazionato:
G(s)
r(t) e(t) (s +10a)2 y(t)

—T— C(s) P -

a.1) Posto C(s) = K, tracciare qualitativamente il luogo delle radici del sistema retroazionato al
variare del parametro K > (. Determinare esattamente la posizione degli asintoti, le intersezioni
w* con l'asse immaginario e i corrispondenti valori del guadagno K*. Determinare la posizione
dei punti di diramazione “solo in modo qualitativo”.

Sol. Posto C(s) = K, I'equazione caratteristica del sistema retroazionato diventa:

(s+10a)?

1+ K
* s(s+1)2

=0
L’andamento qualitativo del luogo delle radici del sistema G(s) al variare del parametro K > 0
¢ mostrato in Fig. 1 quando a = 3 e b = 5. E’ presente un solo asintoto coincidente con il

luogo delle radici luogo delle radici
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Figura 1: Luogo delle radici del sistema G(s) al variare del parametro K > 0 quando a = 3 e b = 5. La seconda figura
rappresenta uno zoom nell’intorno dell’origine.

semiasse reale negativo. L’intersezione con 1’asse immaginario si calcola utilizzando il criterio

di Routh:

1+ KG(s)=0 — s(s+1)*+ K(s+10a)*> =0
S+ (2+K)s*+(1+20aK)s+100a* K =0
3 1 (1+20aK) — 1>0
2 (2+ K) 100a’K — K >-2
1|2+ K)(1+20aK)—100a>K — 2K2+4(1+40a—100a%)K +20a > 0
0 100a% K — K>a

Le soluzioni dell’equazione del secondo ordine sono le seguenti:

K* = _—
1.2 12.98

—1-40a+100a’ £ (10a—1)y1—60a+ 1002 azb=s . _{ 0.002568
40 a 1,27



Il sistema risulta essere stabile per:

a=3,b=5

(0< K< K) U (K> K LA (0 < K < 0.002568) U (K > 12.98)

Le intersezioni con 1’asse immaginario si hanno in corrispondenza delle pulsazioni:

V1+20ak; s { 1.07428

w' = — W=
27.9257

V1+20aKk]

a.2) Posto C(s) = ((11;782) , tracciare qualitativamente il contorno delle radici del sistema retroazion-
ato al variare del parametro 7 > 0. Nella graficazione del contorno delle radici si tenga conto
del fatto che il sistema retroazionato e stabile per 7 < 7*. Determinare la posizione dei pun-
ti di diramazione “solo in modo qualitativo”. Facoltativo: esattamente il valore limite 7 e

I'intersezione w* del contorno delle radici con 1’asse immaginario.

Sol. Posto C(s) = ((11:752), I'equazione caratteristica del sistema retroazionato ¢ la seguente

(s+10a)* 2 _
1+s(s+1)(1+7’5)_0 — s(s+1)(1+7s)+(s+10a)*=0

da cui si ricava I'equazione caratteristica 1 + 7 G1(s) = 0:

Ts%(s+1)

1 10a)? 2 1)=0 1 =
s(s+ 1)+ (s+10a)’ +75°(s+ 1) — +s(s+1)—|—(s—|—10a)2

I poli della funzione G1(s) si ottengono fattorizzando il polinomio al denominatore:

T5%(s+1)
(s =p1)(s —p1)

1+ =0

dove

—1—-20a++v1+40a—400a? a=3 b=
0a \/4+ Oa—400a 2= 1595 +14.746 §

Il contorno delle radici al variare del parametro 7 > 0 ¢ mostrato in Fig. 2 quando a = 3. 1l

P12 =

luogo delle radici
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Figura 2: Contorno delle radici del sistema G1(s) al variare del parametro 7 > 0 quando a = 3.

valore limite 7* e I'intersezione w* del contorno delle radici con ’asse immaginario si determinano
utilizzando il criterio di Routh:
2
Ts*(s+1)

L = S (2 24 (142 10022 =
TG D 0ag " - T+ (247)s"+(1+20a)s+100a” =0




Per

3 T (1+20a) — 7>0

2 2+7) 100a> — 7> -2

1] (2+7)(1+20a) — 1007 a? —  7(1+20a—100a2) +2(1+20a) > 0
0 100 a* — 100a* >0

valori di a > 1 il sistema retroazionato e stabile per:

2(1+20a)
1002 — 1 —20a

a=3,b=5
—_—

*

0<7< 7" =10.1454

L’intersezione con ’asse immaginario si ha in corrispondenza della pulsazione:

100a2 —1—-20a
2

a=3,b=5
—

*

1+20a
w = _—

7—*

w* =20.482

=y

b) Siano date le seguenti due funzioni di risposta armonica dei sistemi G,(s) e Gp(s):

0.5

»_istema Gy(s): diagrammi di Nichols

-0.5

-1.5r

-2.5

Sistema G, (s): diagramma di Nyquist

T 57 200

dB

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

T

|

I

i

|

I .
i . 039
\ .

I

i

|

I

20
_30-

a0l

50 L I
-200 -180  -160

;
; -260 -

I I I I I
-220 -140 -120  -100 -80 -60

-35

b.1)

b.2)

| |
-1 -05 0 05 gradi

Per il sistema G,(s), progettare una rete correttrice in grado da garantire al sistema com-
pensato un margine di ampiezza M, = a + 1. Scegliere il valore della pulsazione w che si
ritiene piu opportuno;

Sol. La specifica sul margine di ampiezza definisce completamente la posizione del punto

B:
1

a+1’
Un punto A ammissibile & quello corrispondente alla pulsazione w = 1:

a=3,b=5
—

Mp =

op = 180° Mp =0.25, g = 180°

M
M==—5 =0.14,

My =1.789
A ) MA

wa = 190.3° 0 = —10.3°

La rete correttrice che si ottiene utilizzando le formule di inversione e la seguente:

1

cosp — ==

7'2:—' M
w sin

M — cos p 1 +4.719s

=315 ¢ =T 315,

—

= 4.719,

= p
w sin @

Per il sistema G(s), progettare una rete correttrice in modo da garantire al sistema com-
pensato un margine di fase M, = (30+b)? e una larghezza di banda wyy = 2.2 per il sistema
retroazionato.

Sol. La specifica sul margine di fase definisce completamente la posizione del punto B:

a=3,b=5
—

MB:L (‘03:(210+b)0 ]\43217 @322150

Per poter imporre al sistema retroazionato una larghezza di banda wysy = 2.2 occorre

scegliere il punto A in corrispondenza della pulsazione w = 2.2:

My = 0.2153 = —13.34db, s = —207.1°



Per b = 5, i parametri da utilizzare nelle formule di inversione sono:

Mpg
M=—==4.65 =62.1°
M, ’ 4
La rete anticipatrice che si ottiene utilizzando le formule di inversione e la seguente:
M — cos p — 1+2.149
f= TSP 949, 5= CBP T 1208 Cfs) = — 08
w sin ¢ w sin ¢ 1+0.1298 s

b.3) Sempre per il sistema G,(s), progettare una rete correttrice C(s) = K ii—zz in modo da
garantire al sistema compensato un margine di fase M, = 60° e un errore a regime per
ingresso a gradino unitario e, >~ 0.01. Scegliere il valore della pulsazione w che si ritiene piu

opportuno.

Sol. 11 modulo e la fase del punto B = (—120°, 0 db) sono completamente determinati dalla
specifica sul margine di fase M, = 60%:

MB:1> ¢B:_1200

Per avere un errore a regime per ingresso a gradino unitario pari a e, ~ 0.01 occorre che il
guadagno statico del sistema compensato C(s)Gy(s) sia sufficientemente elevato:

1 1

PTI+K, 1+G(0)C0) 1+10K -

(&

Un punto A’ da portare in B deve essere scelto appartenente alla funzione Gj(s) = 9.9 Gy(s).
Sul diagramma di Nichols la funzione Gj(s) si ottiene traslando verso 'alto di circa 20db la
funzione Gy(s). Un punto A’ che puo essere portato in B usando una rete ritardatrice e quello
(per esempio) alla pulsazione w = 0.47:

MA = 4048, YA = —112.4°

I parametri da utilizzare nelle formule di inversione sono:

M
M="F-00247, ©=pp—o4=—T.58
My

La rete ritardatrice che si ottiene utilizzando le formule di inversione e la seguente:

-40

1
M —cosp _cosp— g c 1+ 1565
mT=—"-"=156, m=——""=637T4 — () = —————
w sin @ w sin @ 14+637.4s
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funzione descrittiva

c) Si consideri il seguente sistema non lineare

retroazionato: ¢
Gi(s) f(z) o

r=20 e 10K X )
srDe+p) | N T |

dove la nonlinarita ¢ caratterizzata dalla
funzione descrittiva F'(X) mostrata in figura.

0

c.1) Partendo dalla funzione descrittiva F'(X) mostrata in figura, cercare di ricostruire I’anda-
mento “qualitativo” della non linearita N.L.: y = f(x).
Sol. L’andamento “qualitativo” della non linearita y = f(x) € mostrato in Fig. 3.

relazione ingresso-uscita di NL
20 T

20 L I I I
-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 3: Andamento “qualitativo” della non linearita y = f(z).

c.2) Posto K = 1 e nei limiti della precisione del grafico, determinare I'ampiezza X* e la pul-
sazione w* di eventuali cicli limite presenti nel sistema retroazionato. Nel caso in cui non vi
siano cicli limite, dire se il sistema retroazionato e stabile o meno nell’intorno dell’origine.
Sol. Per K = 1, il margine di ampiezza K, e la pulsazione w, del sistema in esame sono i
seguenti:

g=PRED o p R Ros w=s
di eventuali cicli limite presenti nel sistema retroazionato. Incrociando il valore K, = 3 con
la funzione descrittiva F'(X) fornita dall’ esercizio, si ricava che nel sistema retroazionato
e presente un ciclo limite stabile caratterizzato dall’ampiezza X* e dalla pulsazione w*
seguenti:
X* = 2.476, w* =5 =2.236

c.3) Discutere “qualitativamente” ’esistenza o meno di cicli limite nel sistema retroazionato al
variare del guadagno K > 0. i

Sol. Per K # 1, il margine di ampiezza K* del sistema K G;(s) ¢ K* = 52, Indichiamo
con my = 6, my ~ 1.3 ed m3g = 2, rispettivamente il valore massimo, il valore minimo e il
valore per X — oo della funzione descrittiva F/(X). Al variare di K* si possono avere le

seguenti condizioni di funzionamento:

1) Per K* < ma, la funzione —1/F(X) ¢ tutta interna al diagramma completo della fun-
zione G1(s) per cui non vi sono cicli limite e il sistema retroazionato ¢ instabile.



2) Per my < K* < mg, il diagramma di Nyquist della G (s) interseca la funzione —1/F(X)
in due punti a cui corrispondono due cicli limite di cui il primo stabili e il secondo instabile.

3) Per m3 < K* < my, il diagramma di Nyquist della G;(s) interseca la funzione —1/F(X)
in un solo punto a cui corrisponde un cicli limite stabile.

4) Per K* > my, la funzione —1/F(X) ¢ tutta esterna al diagramma polare completo della
funzione G (s) per cui non vi sono cicli limite e il sistema retroazionato ¢ stabile nell'intorno
del punto di lavoro.

d) Si consideri il seguente sistema non lineare y 4
retroazionato: P ‘
Gi(s) 5o |
r e x Y |lae3s i | |
C(s) N.L. 5 > e e i i
Lo a da z
g -1
dove la nonlinarita e caratterizzata dalla [~ —4
funzione y = f(x) mostrata in figura.
d.1) Posto C(s) = 1, determinare per quale valore r; dell'ingresso r il punto di lavoro del

sistema retroazionato si trova in (a, 3). Utilizzando il criterio del cerchio dire se il sistema
retroazionato e stabile o meno nell’intorno del punto di lavoro .

Sol. La retta di carico della parte lineare del sistema e:
a

T=r-—3y

Imponendo il passaggio della retta per il punto (zo, yo) = (a, 3) si ottiene la relazione:
a=r"——
2
da cui si ottiene che :

3a =3, b=
r=at o R =175
Le pendenze « e 3 di 2 rette che centrate in (z¢, y9) = (a, 3) racchiudono a settore tutta

la non linearita sono:

1 3

o = -, = —

3a g a

Il cerchio critico interseca il semiasse reale negativo nei punti:
1 1 a
—~ = _3a, - _Z
e 16} 3

I diagramma di Nyquist della funzione G(s) e il cerchio critico sono mostrati in Fig. 4. 1l

diagramma polare della funzione G(s) ¢ una circonferenza che interseca il semiasse reale
negativo nel punto og = —% = — Ig da cui si ricava che il margine di ampiezza del sistema

Gi(s) e K* = % Il valore di K* e quindi sempre maggiore di o e minore di (3

1 2 3

a< K*<pj — — < —-< -

3a a a
per cui ne segue che il diagramma di Nyquist della funzione Gi(s) interseca sempre il
cerchio critico e quindi utilizzando tale criterio non ¢ possibile concludere niente a riguardo

alla stabilitd o meno del sistema non lineare retroazionato.



Diagramma di Nyquist
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Figura 4: Diagramma di Nyquist della funzione G1(s) e cerchio critico quando a =3 e b = 5.

d.2) Calcolare i parametri 71 e 75 di una rete ritardatrice C(s) = ii—gj in modo da garantire che
il diagramma di Nyquist della funzione C'(s)G4(s) intersechi l'asse reale negativo nel punto
o9 = —1/(8+1) in corrispondenza della pulsazione w = 7. Nota: 3 ¢ la pendenza massima
del settore che contiene al proprio interno tutta la non linearita.
Sol.1l vincolo sulla pulsazione w individua il punto A della funzione G1(s) che deve essere

portato in B ad intersecare 1’asse reale negativo.

. a a=3 37T o
MA = Gl(]u))’wzg = 5 = 15, YA = —I = —225
Il punto B & completamente definito dalla posizione dellintersezione B = g9 = —1/(5 + 1)
con asse reale negativo. Il valore 8 da utilizzare ¢ quello determinato al punto precedente
d.1:
1 a a=3
Mp = = = 0.5, = —180°
7 B3+1 3+a o8
Per a = 3, i parametri da utilizzare nelle formule di inversione sono:
Mp
M=——=0.333 = —45°
M, ) 2
Utilizzando le formule di inversione si ottiene la seguente rete ritardatrice:
M — cos p — L 1+0.673
leﬂzo.@??), T2:M:4129 — C(S):¥
w sin ¢ w sin ¢ 1+4.129s

e) Utilizzando il metodo della trasformazione bilineare, discretizzare la seguente rete correttrice

M(s) _(s+b)
E(s) as

D(s) =

giungendo anche alla determinazione della corrispondente equazione alle differenze. Si utilizzi
il periodo di campionamento 7" = 0.1.

Sol. Utilizzando il metodo della trasformazione bilineare si ottiene:

D) (s+b) 20 —2YH+Tb(1+21 2+Tb+(T'b—-2)z7!
Z)= —— = =
as |,_20-:"1 2a(l—2z71) 2a —2az7!
T(14+z—1)




Pera=3,b=5¢e¢T =0.1si ha:

25—152"1 0417—0252""
D) =——57 = 1— -1

La corrispondente equazione alle differenze si ricava dalla relazione
M(2)(1—27Y) = E(2)(0.417 — 0.25 27 1)

ottenendo
m(k) =m(k —1)+0.417e(k) — 0.25e(k — 1)

Partendo da condizioni iniziali nulle y(0) = y(1) = 0, calcolare la risposta y(n) all'impulso
unitario z(n) = (1, 0, 0, ...) del seguente sistema dinamico discreto:

yin+2)—0.6y(n+1)—04y(n) =bxz(n)
Sol. Applicando la Z-trasformata alla precedente equazione alle differenze si ottiene:
2Y(2) —062Y(2) —04Y(2) =b X(z2)
Esprimendo Y'(z) in funzione di X (z) e ponendo X (z) = 1 si ottiene:

b b
062 -04 T T E 100

Y(z) =

Scomponendo in fratti semplici si ottiene:

y(2) = b 1 1 _bz’1 z z
T4 -1 z104] 14 |z-1 Zxo04

Antitrasformando si ottiene:

b

1 [1—(=04)"""] per n>0

y(n) =

S =

per n=20



Controlli Automatici B
14 Marzo 2008 - Domande Teoriche

Nr. |:|

Nome:

Nr. Mat.

Firma:

Rispondere alle domande e ai test che seguono. Per ciascuno dei test segnare con una crocetta
le affermazioni che si ritengono giuste. La risposta al test ¢ considerata corretta solo se tutte le

affermazioni corrette sono state contrassegnate.

1. 1) Disegnare qualitativamente il luogo delle

radici del seguente sistema

1

NN (CEEE

al variare del parametro K > 0.

2) Determinare esattamente la posizione o, del

centro degli asintoti:

Oq = —2

3) Determinare i valori oy e K corrispondenti al-
la condizione di minimo tempo di assestamento

per il sistema retroazionato.

1

A=50

00 = —1.184,

s=oq

= 5.089

15

[
T

051

|
N
T

-15

Luogo dqlle padiqi

Il grafico qualitativo del luogo delle radici poteva essere graficato anche senza la presenza dei
due punti di diramazione sull’asse reale. In questo caso il minimo tempo di assestamento si
sarebbe ottenuto in corrispondenza dell’allineamento delle tre radici del sistema retroazionato
la cui parte reale poteva essere calcolata utilizzando il teorema del baricentro:

1o 1
og = = Pi = -2 — K = — = 4
3 ; G(S) s=—2
2. Tracciare i diagrammi di bode (moduli e fasi) di una rete ritardatrice C(s) = ﬁig 37 (11 < To):
A A
- ¥
1 L L L
72 1 2 1 _
\\g — z
{ _% | o I

3. Considerando la discretizzazione di un regolatore D(s) utilizzando il metodo delle differenze in

z—1
T

avanti, s = , si puo affermare che:

(O Regolatori stabili tempo continui D(s) vengono trasformati in regolatori stabili tempo

discreti D(z)

& Regolatori stabili tempo continui D(s) possono essere trasformati in regolatori instabili

tempo discreti D(z)

(O Regolatori instabili tempo continui D(s) possono essere trasformati in regolatori stabili

tempo discreti D(z)

Q@ Regolatori instabili tempo continui D(s) vengono trasformati in regolatori instabili tempo

discreti D(z)




4. L’uso di un regolatore standard di tipo PI e consigliato:

Q) Se si desidera amplificare alle basse frequenze
& Se si desidera avere errore a regime nullo per ingresso a gradino
(O Se si desidera introdurre un anticipo di fase
(O Se si desidera introdurre un ritardo di fase alle alte frequenze
5. Date le seguenti caratteristiche non lineari simmetriche rispetto all’origine, determinare “quali-

tativamente” gli andamenti delle corrispondenti funzioni descrittive Fy(X) ed Fy(X):
Y4

0.9

06

o5

0.3

0.2

luogo delle radici
6. Si consideri il sistema

(5= 1)(s+12)
G = sz )05 1+ 10)

e il corrispondente luogo delle radici rappresen- //
tato in figura. ‘ \\K

1) Determinare per quali valori di K > 0 il
sistema retroazionato e stabile.

0< K< — = 3.333

G(s) 5=0

-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2
luogo delle radici
T T

2) Nei limiti della precisione consentita dal
grafico, calcolare il minimo tempo di as-
sestamento ottenibile al wvariare di K >
0.

o1 = —1.298, T, =—=231

essendo o il punto di diramazione piu vicino
all’asse immaginario.

-2k

3) Nella figura a fianco, tracciare il luogo delle
radici per valori K < 0.

-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6

10



7. Sia X(z) = Z[z(k)] la Z-trasformata della successione x(k). Per n = 1,2,..., enunciare il
teorema della traslazione nel tempo nei 2 casi a) ritardo, e b) anticipo:

a) Zzt—nT)] =2"X(2)

b)  Zla(t+nT)] =2" |X(2) = > a(kT)z"*

k=0

11



