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Diagrammi di Bode e polari

®* Problema della rappresentazione grafica di funzioni complesse di variabile

reale del tipo:

~ [Fw)] &
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Diagrammi di Bode

®* Larappresentazione grafica della funzione di risposta armonica viene
effettuata con speciali diagrammi, che costituiscono la base dei procedimenti
grafici per la sintesi delle reti correttrici nel dominio delle frequenze. Fra questi
sono di largo impiego i diagrammi di Bode.

® Poiché la funzione di risposta armonica ha valori complessi, si hanno due
diversi diagrammi:

* diagramma delle ampiezze o dei moduli, che riporta il logaritmo del
modulo della risposta armonica;

e diagramma delle fasi o degli argomenti, che riporta I'argomento della
risposta armonica.

* Entrambi | diagrammi sono in funzione del logaritmo della pulsazione o.
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Diagrammi di Bode

® Funzione di trasferimento in forma fattorizzata (costanti di tempo):

_ 2
[T+ Ty s) H (1 i zaiiw 57)

bl o i n,t

C;(S)__ Sh 5@ 82
H(l—I—TkS)H(l—l—Qw S—l—wT)

k ; n,2 n,i

® Funzione di risposta armonica associata:

[](1+)Tw) H (1 — :7 —I—jQOiiw)

* /4 fattori elementarti:

®* (Guadagno statico e Poli/zeri reali

* Poli/zeri origine * Poli/zeri complessi coniugati
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Diagrammi di Bode

® Vedremo che il tracciamento dei due diagrammi di Bode (ampiezze e fasi)

potra essere eseguito sommando i diagrammi dei fattori elementari. Questo e

possibile grazie alle proprieta dei numeri complessi e al fatto di graficare il
valore dell’lampiezza in scala logaritmica.

Proprieta numeri complessi

la - b = [a] - [b] 10a(|al - [5]) = log(|a|) + log(|b])
arg(a -b) = arg(a) + arg(b) a

. log(-—) = log(|a|) — log(]|b])
arg(;) = arg(a) —arg(b)

b
arg(a®) = karg(a)

log(|al¥) = klog(|al)

Dati quindi (a, b, c, ... q) complessi e (k, ..., ) interi si ha che

a---bk
log | log |a|+- - -4k log |b|—log |c|—- - -—qlog |d]
a---bk
arg (c. ”dq) = arg(a)+---+karg(b)—arg(c)—--—qarg(d)
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Diagrammi di Bode

| vantaggi che si hanno impiegando la scala logaritmica sono:

®* Possibilita di rappresentare col dovuto dettaglio grandezze che variano in campi
notevolmente estesi;

® Possibilita di sommare i diagrammi relativi a sistemi in cascata, per ottenere il
diagramma del sistema complessivo: infatti la risposta armonica complessiva si ottiene
eseguendo il prodotto delle singole risposte armoniche, cioe eseguendo il prodotto delle
ampiezze (che, impiegando una scala logaritmica, si riconduce ad una somma) € la
somma delle fasi;

® Possibilita di costruire i diagrammi relativi ad una funzione di risposta armonica data in
forma fattorizzata come somma di diagrammi elementari, di un numero limitato di tipi
fondamentali, corrispondente ciascuno ad un singolo fattore.
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Diagrammi di Bode

. Ampiezza espressa in decibel: [M|qp, = 2010og10(|M])

‘;’ Bode Diagram
> 20
=} N
®
N -20 \\~
o - \\ . o
= ~. Diagramma logaritmico
S -60 \N;
-80 .
-180
T -
8 -225 p
@ / | S
o / Diagramma semi-logaritmico
8_ -315
(- —__gﬂ‘/ . .
3605—1?—‘ n 4 . Scala logaritmica
10— 100 101 T, 102 (possibilita di rappresentare
““““““““ con il dovuto dettaglio
Frequenze (rad/sec) grandezze che variano in
campi molto estesi)
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Diagrammi di Bode

2 :
IICL+jY%w)II(I_ng'Fjai;w)

H k i T,
Fw) =
(jw)" w? 0
1 1— — 442
LT e TH( = G2 e
20log |F(w)| = 20109 |uli— K201l0g |jw]t Termini elementari
______________ 2 . I
-+2320mgﬂn+37kmb+2320bg]:—ﬁL—+j2(%uﬂ
_____________________ Q{____f%ﬁi_:
w? 8;
—> 20log |14 jrw|— ) 20log 1——+32
n,1 u%%3
arg(F(w)) = larg(p)i—harg(jw)" 'ETTTfF??T?T ____________
_____________ 2 :
+Z'a_r_9_(_1_ir_ﬂ_ifw)+28r9 1 -2 |
l-------f&hz _____ ??f__l
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Termini elementari
Ampiezza Fase
l0g || guadagno statico arg(p)
log |jw]| zero origine arg(jw)
l0g |1 + jT;w)| zero reale arg(1 + jTiw)
log |1 + QC@'i.j - w—; zeri c.c. arg (1 +2¢—j — w_;)
Qlp, g g Qlp, g g

® | contributi dei poli si ottengono da quelli degli zeri semplicemente cambiando

segno (ribaltamento attorno all’asse delle ascisse)

® | contributi di poli/zeri multipli si ottengono semplicemente da quelli a

molteplicita singola moltiplicando per la molteplicita

Luigi Biagiotti
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Guadagno statico

Ampiezza Fase

>0 se |ul>1
20log|pu| < =0 se |u|=1 arg(u)
<0 se |ul<1

=0se >0

= —180%se u <0

Bode Diagram
2 .
7 1L i
8 ] > 1
- |
20log |u| < E" | | | -
180 [ 1
90| L] | Rl i
g >0
0° ---m--- F> 0 3 |
g 90 | ; H
<0
o O R ————r S ———————
10” 10° 10 10° 10°

Frequency (rad/sec)
o ——
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Zero

nell’origine

Ampiezza

Fase

20109 |jw| = 20 log Vw2

Pendenza .-~7%
20 db/decade £

Lurgi Bragiotti

= 20 1og(w)

40

arg(jw) =

atan(ec) = 5

'y,
atan(—
()

v

-20

/

i il

10°

10

Frequency (rad/sec)
o
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Polo nell’origine

®* Polo nell’origine : Il relativo contributo (da sommare nel calcolo dei

diagrammi complessivi) si ottiene semplicemente ribaltando gli andamenti
appena calcolati attorno all’asse delle ascisse

Ampiezza Fase
] T
—20109 |jw| = —20l0g |w| —arg(jw) = —3
Pendenza  ------
-20 db/decade
y (1o ) ECPRMRESE: Jertes SR e 0 i 1 ) SmOntnel "o A [ o 0 1 2 § PRSI e i I ok B
g
;’ Ok
8
_900 """" §'>-100_
10° 10 10 10 107

Frequency (rad/sec)
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Zero reale

Q

Ampiezza

Fase

{ T;
20log |1 + jTw| = 20log /1 + T%w?  arg(l+ jTw) = atan(T"d)
e

0

Luigi Biagiotti

20 log(|T|w) = .
20logw —20log— se w >> ——
- T

8

i i i1 P § 1 i :\E § { | I | H L,
___________ [ AR S ST A AR T
-~ .
H i - | i i H i ~~

<<
w —
T

1

T Pendenza
20 db/decade

WNEREE LW =

———
LY i : ;
i N —————T :

~ (valore assoluto
dello zero)

107! 10° 10’ 10°?

Frequency (rad/sec)
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Zero reale: fase

Caso 1'> 0 _ 1

T
arg(1l + jTw) = atan(Tw) ~ < ow 1

Pendenza al
punto di flesso

’

Punto di flesso

H i3 ’¢‘
g3 -
i3 -
i -
-

- 'ﬂ 4 iA_ " | w\i '
/4 ! \\
/" Frequency (adfsec) \
/ ! AN
d ! 4.81w
wWg — — wn = — — .
@ = 481 0= 7 “b 0
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Zero reale: fase

Caso 1'< O - 1
T 0 se wW<< 7| NB: il diagramma delle fasi
arg(1 + jTw) = atan(—)~= < =« 1 € speculare rispetto
1 5 se w>> 7| allasse w

-
Phase Diagram

'7, A \\
1 \
/ Frequency (rad/sec) N
s’ ! AN
w0 = 4.81
Wqg — — — Al = 4.
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Polo reale

®* Polo reale: Il relativo contributo (da sommare nel calcolo dei diagrammi
complessivi) si ottiene semplicemente ribaltando gli andamenti appena
calcolati attorno all’asse delle ascisse

Ampiezza Fase
—2010g |1 + jrw| 7z 50 —arg(1l + j7w) T <O
o Bode Diagram \i, o Bode Diagram \i,
. H I |||| . IO I_;I II:II-II
wo = 7]
g 0—--—---—-——--‘;& L lqba
é -10 a -10 '!g
E -20 \ -20 \.
30 ‘h‘ -30
-40 \Ml -40 Mr
CHE w G
g O gradi . / 90 gradi
T 45 5
rﬁrﬁﬁ-ﬁ f’-rﬁﬁﬁﬁ?’
Wa ! wp Wa ! s
! Frequency (adisec) 1 4.81 _;-_..h.........,._‘,_:___f[?que"'cY: (rad/sec) 1
L SET— ]
——p ————p r—a ) A
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Zeri complessi coniugati:

Ampiezza

ampiezza

2

Il comportamento

per frequenze ____

prossime a oy,
puo discostarsi
molto dal )
diagramma 3
asintotico <)
dipendentemente™
dal valore di ¢

Luigi Biagiotti

Magnitude Diagram

20109 ,[(1 — =) + 4¢2
a??.

-
-
b s W

e

.
s

Pendenza
40 db/decade

wo — An
(pulsazione naturale
della coppia di zeri cc)

-
“'
.=

10°

Frequency (rad/sec)
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Zeril complessi coniugati: amplezza

2
* Calcoliamo la frequenza del minimo della funzione 20 log J (1—25)2 +a¢2%
x

2 Ly 2 2
W 9 w w!
min [ 20109 | (1 — —5)? + 4¢* =) min ((1 _Y 2y 4@'2—>
( J a ah a2

® |l valore minimo e alla frequenza

2
3)

2

2

2
Q,

2

f—Q- )
wgp = any1—2¢ “e vale |[Mp =2¢y1 —(

wo = Qn

Magnitude (dB)

~N Ul WwR O

Frequency (rad/sec)

Lurgi Biagiotti
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Al calare di || la frequenza di
picco tende verso ap,
e il valore del picco tende a —00

Il diagramma non dipende
1l dalsegnodi(
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Zeril complessi coniugati: ampiezza

Il diagramma delle ampiezze ha le seguenti proprieta:
* Per 0 < (¢ < 1/v/2 lacurva presenta un minimo;

* Per 0 < ({ <1/2 lacurvainterseca l'asse delle ascisse a destra del punto
w = aned e pertanto tutta al di sotto della sua
approssimazione asintotica;

° Per 1/2< (< 1/\/5 la curva interseca l'asse delle ascisse a sinistra del punto

* Per 1/v/2 < ¢ <1 lacurva non interseca I'asse delle ascisse ed & pertanto

Magnitude (dB)

40

35

30

25

20

15

10

5

-5

-10

Luigi Biagiotti
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| | [ | o
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| | | [
Wy — an AREE
********************* ---r [t el e Bt et il r !
| | [ | | | | [
1 o 1; 1 Lo
********************* h**r*ﬂ**v*rﬂ*l*********r***** e e e i el il
| | | [
: : : : 1 | | | [
| | [ l | | | [
————————————————————— -+ | [ i e & -t -k -
|
Y 4 S
————————————————————— [ T , ek
1
1 Lo ‘ Lo
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, gz 1. A A ”L””””F”% 3”:# %,37
| o | | | \/’
o | | Y
e -wm oW 4 4y Pl
} [
— I 20
C—O-E) l | U4l |
iy R U EEE Y e ;glwffop [
1
_‘0‘2\ \\\\\ | | : :
c=02d, - ‘
‘ ‘  BAEm——————
0 1
1]

Frequency (rad/sec)
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-~oJyita al di sopra della sua approssimazione asintotica.

Mo, = |G(jan)| = 2¢
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Zeril complessi coniugati: fase

Caso ¢ >0
_
2 5 0 se w<<an
arg (1 +2¢—j - w_2>: atan2 (Qgi, 1— w_z) <

180

i 1 8 0 GradlT
) amp
1o il
1
a 120 L | i
£ w i
g 8ol |
& |
sl L bt
I
4o} i
m- {
= | ! {1
o I . 10' 102
FIEQUAICY (| AurseC) . 7 uI)aQIfTJ C‘i’b
Tangente al punto di flesso et U I (]
4.816 L.L.: wa n
| I I — 4.81¢
1 1 1
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Zeril complessi coniugati: fase

Caso ¢ <O 3

) > O se w << an
arg (1 + 202 - w—2)= atan2 (QCi, 1— w_2) <
an

Qs Qn 879 T ge w>>anp

-
Phase Diagram

A00 bbb

Phase (degree)
Phase (degree)

sop— | L L

i

180 gradi

a n W§

Frequency (rad/sec)
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Poll complessi coniugati

* Polo complessi coniugati: Il relativo contributo (da sommare nel calcolo dei
diagrammi complessivi) si ottiene semplicemente ribaltando gli andamenti
appena calcolati attorno all'asse delle ascisse

Ampiezza Fase
w? w? W w?
—201log J (1—- .2)2 + 462; ‘ —arg (1 + QOwnJ - w?)
“n “*n ; Bode iy n §>0
| 0 = 0.01
o §=0.1
] . g 20 | - 0=0.73
Il valore massimo e alla g 5— 0.5
c 0 — .
/ 2
frequenzawrp = wp\/1 — 252 = ool 0 =0.7
e vale Mp = 40 il

251/1 — §2 ’

45| . mEnE

-90 |

Phase (deg)

Tracciamento dei diagrammi
asintotici analogo al caso 4
precedente 180 L. e

Frequency (rad/sec) —
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Poll complessi coniugati

® Poli cc instabili: stesso andamento per il diagramma delle ampiezze e
ribaltamento rispetto I'asse delle frequenze per il diagramma delle fasi

60

40 L

20

Magnitude (dB)

-20 |

-40
180 ¢

135 |

90 L

Phase (deg)

45|

wo = Wwn
Frequency (rad/sec)
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Magnitude (dB)

-10
-15
-20
-25
-30
-35

-40 L X
10 10 10

Luigi Biagiotti e (radse) Controlli Automatici

Poll1 complessi coniugati: amplezza

Il diagramma delle ampiezze ha le seguenti proprieta:
* Per 0<0< 1/\/§ la curva presenta un massimo;

°* Per 0 <4 < 1/2 lacurvainterseca |'asse delle ascisse a destra del punto
w = wn ed e pertanto tutta al di sopra della sua
approssimazione asintotica;

° Per 1/2<6 < 1/\/§ la curva interseca I'asse delle ascisse a sinistra del punto

W = Wn;

* Per 1/4v/2 < § <1 lacurva non interseca I'asse delle ascisse ed & pertanto

§=10.2,

******************************************************************

777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

——————————————————————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————————————————

777777777777777777777777777

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777

dlg tutta al di sotto della sua approssimazione asintotica.

, 1
Mus, = |Gjeon)| = o
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Poll complessl coniugati: risonanza

Bode Diagram
80 ’

Il valore di piccoMpi =

1
25y/1 — 62 wl
alla frequenza wp = wp\/1 — 262

viene detto picco di risonanza

Magnitnde (dB)

. | ] i
0

45 | ! -

90| s _ l
180 ] head L

10" 10° 10'
Frequency (rad/sec)

Phase (deg)

Fisicamente rappresenta il
fattore di amplificazione
massima della coppia di poli a
fronte di sollecitazioni alla

frequenza di risonanza wp = wn\/1 — 262
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Zeril complessi coniugatli: risonanza

Il valore di minimo Mg = 2¢\/1 — ¢? o ek Deoran

alla frequenzawp = any/1 — 2¢2

viene detto picco di attenuazione

Magnivude (dB)

20 log (zg 1— CQ) §
U T T T E
10l i | Frequency (rad/sec)
15
HE Fisicamente rappresenta il
dB s} fattore di attenuazione massima
- della coppia di zeri a fronte di
354 sollecitazioni alla frequenza di
i risonanza wp = any/1 — 2¢2
45| .é é
-50 1 | | 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7
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200
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ezzaldwy
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[
T AT

Bode — tabella riassuntiva

10°
0
10°
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A I R | E——
[t e R - F-—t-—--t--f---4
, F-r-a--r-a-gr—A F——1-——r——f4———1

R B i

0
[
|
|
-
|
|
|
3
|
|
-
|
l
10"

Frequenza (rad/sec)
\
~—20 db/d
\
r

0
[
|
|
-
|
|
|
-
|
l
10°

- r -7 L I S L [
N N L_J__L_ -4l _L__&a

60

ilagrammi

D

-
o
—

10"

| | | |

| | | |

| | | L
o O o o
& ° 8 F

40F - ——4--

o
©

200
100} - -

0
-100| - - -
-200
60
401 - -

20

0,,,,
20L--—-—d-
200
100} - - -

ezzaldwy aseq ezzaldwy aseq

o<n= mvvb Jp— ﬁ%vb
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Bode — tabella riassuntiva

ilagrammi
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0<2 2+ 1= (8D 0>2 $2+1=(8)D
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L I . L T
- B R B ~ B e T - R
B I 9 r B~

r I N r

+ I = +
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a
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\
|
[
|
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0<Q I|+?|N+~H?ﬁu 0>0Q et s—7+]
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Bode — tabella riassuntiva
NSS:
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Ritardo temporale

( Modulo e 7@ T =1
—sT —JwT
» € < .
€ Argomento arg (e_JWT) = —wT

1 Bode Diagram
05} -

g

g 0

Phase (deg)

Frequency (rad/sec)
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