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Il criterio di Routh

La stabilita dei sistemi lineari stazionari espressi da una funzione di
trasferimento razionale fratta del tipo

by 8™ A b1 8T L+ bis + Do
a,s"+a, 18"+ ... 4+ a8+ ag

e legata alla posizione, nel piano complesso, dei poli della funzione di
trasferimento, che sono le radici di una equazione algebrica del tipo

a, 8" +a, 18" t+.. . +a;s+ay=0 (1)

G(s)

cioe la equazione caratteristica del sistema.

Se I'equazione caratteristica e di grado elevato, la determinazione delle sue
radici comporta calcoli non semplici.

Risulta quindi utile un criterio che consenta di determinare, eseguendo un
esame dei coefficienti, il segno della parte reale delle radici stesse.

Il Criterio di Routh consente di dedurre informazione sulla posizione dei poli
della G(s) senza risolvere l'equazione caratteristica.
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Il criterio di Routh

by " b1 s s+ b
 a,Ss"+a, 18"+ ...+ a1 s+ ag

Data:

G(s)

Senza perdere di generalita si suppone che:
* il coefficiente a, sia positivo;
* il coefficiente a, sia non nullo,

® Si verifica facilmente che se I'equazione ha radici tutte con parte reale
negativa, cioe se il corrispondente sistema e asintoticamente stabile, tutti i

coefficienti an, an—1,...,a1, ap SONO POSitivi.

Condizione Necessaria (ma non sufficiente) perche le radici della (1)
abbiano tutte parte reale negativa e che sia

ap >0, a1 >0,..., a, 1>0, a,>0

Luigi Biagiotti Controlli Automatici Criterio di Routh -- 3



Il criterio di Routh

® Sia data I'equazione caratteristica:

Up 8" 4+ 18"+ ar s+ ag =
® Per applicare il criterio di Routh occorre anzitutto costruire con i coefficienti del
polinomio la tabella di Routh:
n Qan an—-2 an—-4 ...
v 7 Ny 7 Vv _7
n—11|a,_1 an—3 an-5 ...
n—2|by > bn—a by 6

® Leprimeduerighe della tabella sono formate dai coefficienti del
polinomio a partire da quello corrispondente alla potenza piu elevata.

®* Gli elementi della riga successiva sono definiti dalle relazioni

~ Qp-10p—2 —AanQp-3 ~ Qp-1Q0p—4—QnQp-5
bn—2 — ) bn—4 — ) seey
An—1 An—1
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Il criterio di Routh

n Qan an-2 an—4 ... bn_z _ An-10p—2 — Quau_3
n—11|a, an—3 An-5 .. An—1
n—2\|b,» by 4 bn_6 —. < b, 4 — An—-10n—4 — AnQp_5
n—3|¢, 3 Cr5 . o an—1

* lltermine b, & espresso dal determinante costituito dai primi due coefficienti delle
prime due rlghe cambiato di segno e diviso per il primo coefficiente della seconda riga.

® lltermine b, e espresso dal determinante costituito dai primi e terzi coefficienti delle
prime due rlghe cambiato di segno e diviso ancora per il primo coefficiente della
seconda riga ..

® In modo analogo si costruisce ogni successiva riga della tabella, in funzione dei termini
delle due righe immediatamente precedenti.

by 20, 3—an_1by—4 bn—2a, 5—an—1b,_¢
’ cn—s — ’ . s ® ’
bn—2 bn—Z

Cn—3 =

® Lerighe della tabella sono contraddistinte con i numeri n, n-1, ... e sono di lunghezza
decrescente: |'ultima riga, (la numero 0) ha un solo elemento.
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Il criterio di Routh

® Data la Tabella di Routh

n Qn An—2 An—4
n—11|a, Qp—3 Ay 5
n—2 Z%r—2 Z%r—4 l%r—ﬁ
n—3|cy 3 Cn—5

vale il seguente

® Teorema di Routh.

Ad ogni variazione di segno che presentano i termini della
prima colonna della tabella, considerati successivamente,
corrisponde una radice con parte reale positiva, ad ogni
permanenza una radice con parte reale negativa.
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Il criterio di Routh - Esemplo

° Sjadata l'equazione s° —4s*+s+6=0.
La corrispondente tabella di Routh e

3 1 1
2 4 6
46
1 —2.5 0
_4
2.5-6
0 2.5 =0

® La prima colonna della tabella presenta due variazioni di segno: si hanno
pertanto due radici a parte reale positiva (le radici dell'equazione sono -1, 2,
3).
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Il criterio di Routh - Esemplo

* Siadatal'equazione 2 s* + s° +3s*+ 55+ 10 = 0.
La corrispondente tabella di Routh e

4
3
2

1
0

2
]
7
45
7
10

10

10
0

®* La prima colonna della tabella presenta due variazioni di segno: anche in
guesto caso due radici hanno parte reale positiva.
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Il criterio di Routh

®* Ovviamente se, durante la costruzione della tabella, i termini di una stessa
riga sono moltiplicati tutti per uno stesso coefficiente positivo, non si modifica
Il numero delle variazioni di segno nella prima colonna.

® Quindi si puo evitare che nella tabella compaiano numeri frazionari a
partire da un polinomio con coefficienti interi: nel calcolo degli elementi di una
0 piu righe si puo fare a meno di dividere per il primo elemento della riga
superiore, limitandosi a un cambiamento di segno se esso € negativo.

* Esempio. Sia data l'equazione 4s* +3s* + 552 +2s+1 = 0.
La tabella di Routh e

414 5 1

313 2 0

217 3 (non si ¢ diviso per 3)
115 0 (non si ¢ diviso per 7)
0|3

Tutte le radici hanno parte reale negativa.
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Il criterio di Routh

® Durante la costruzione della tabella di Routh si possono presentare i seguenti due
casi singolari, che non consentono di portarla a termine:

® il primo termine di unariga e nullo
® tutti | termini di unariga sono nulli

4|2 3 10 415 6 )
310 5 0 310 0 0
217 2199

! 1

0 0
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Il criterio di Routh

° (il primo termine di una riga e nullo) la costruzione della
tabella puo essere completata considerando, in luogo del termine nullo, un
termine +¢ 0 -¢ di modulo piccolo a piacere (non e necessario dividere la riga
successiva per il termine in questione, ma solo tener conto del suo segno, da
cui peraltro non dipende il risultato dell'analisi della tabella di Routh).

° Esempio. Si consideri l'equaziones’® + 3 s — 2 = 0. La tabella di Routh, nei
due casi in cui si assegnino rispettivamente il segno positivo e il segno
negativo al termine g, e

3 1 3 3 1 3
2 +€ -2 2 — € -2
1 3e+2 1 3e—-2
0 -2 0 -2

Nella prima colonna si riscontra una variazione di segno, che rivela la
presenza di una radice a parte reale positiva.

Luigi Biagiotti Controlli Automatici Criterio di Routh -- 11



Il criterio di Routh

® Nel secondo caso (tutti i termini di una riga sono nulli) la costruzione della
tabella non puo essere in alcun modo proseguita.

® Questo caso si verifica sempre in corrispondenza di una riga contraddistinta
da un numero dispari: sia esso 2m-1.

® Le eventuali variazioni di segno che si verificano nella prima colonna della
tabella, relative alle prime n-2m+1 righe, riguardano solo n-2m radici del
polinomio: ogni variazione di segno corrisponde ad una radice a parte reale
positiva, ogni permanenza ad una radice a parte reale negativa.

2m—2 | byn  bom2 bom—4
2m—1 0 0 0
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Il criterio di Routh

* Per dedurre informazione sulla posizione delle restanti 2m radici, si pud
procedere nel seguente modo. Siano

me; me—?a R bO

| termini della riga immediatamente precedente la riga di tutti zeri.

® Sicostruisce I'equazione ausiliaria

b2m82m —+ bgm_g 82m_2 -+ ...+ bo =0

e la si risolve:

le sue radici coincidono con le 2m radici dell'equazione polinomiale in
esame sulle quali la tabella di Routh non ha fornito informazione.
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Il criterio di Routh

®* Poiche nell’equazione ausiliaria mancano i termini di grado dispari, le radici
sono disposte simmetricamente rispetto all'origine.

WA WA WA

X X X

X
K

Q\f
Q\f
Ay

® Infatti quua2|one ausiliaria SI riconduce ad2un e2qua2|one di grado m operando
la posizione s* = z: Do $°™ + by 0 8°T2 4+ .+ by =0

) A
b2m2m+bgm_22m 1 —|——|—b0 =0
® Ogniradice reale negativa dell'equazione algebrica di grado m nella variabile z
che cosi si ottiene corrisponde, nell'equazione, a due radici immaginarie;
® QOgni radice reale positiva a due radici reali simmetriche rispetto all'origine;

® Ogni coppia di radici complesse coniugate a due coppie di radici complesse
coniugate simmetriche rispetto all'origine.

® Pertanto I'equazione ausiliaria ha tante radici a parte reale positiva
quante sono le sue radici a parte reale negativa e puo presentare anche
radici a parte reale nulla.
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Il criterio di Routh

®* Esempio. Data l'equazione polinomiale s* + s* — 35?2 — s + 2 = () Si costruisce la
tabella

7 1 -3 2
3 1 —1 0
2 -2 2
1 0 0

® Latabella fornisce informazione solo su due delle quattro radici dell'equazione:
una di esse ha parte reale negativa, I'altra parte reale positiva.

* L'equazione ausiliaria @ —2s® + 2 = 0, che risolta fornisce le altre due radici:
-1, 1.
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Il criterio di Routh - Esemplo

® Tabella di Routh corrispohdente all'equazione caratteristica
sS45°—25"—35°—7s*—45—4=0

6 1 —2 —7 —4
5 1 -3 —4
4 1 -3 —4
3 0 0 0

® Presentandosi una riga di tutti zeri, si ricava I'equazione ausiliaria s* —3s*> —4 =0
le cui radici, in s, sono

3+9+16
o

4
{ dacui s1=j,80=—j,83=2,8=—2
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Il criterio di Routh

® |l criterio di Routh e di grande utilita nel progetto di dispositivi di controllo in
retroazione e per l'analisi di sistemi dinamici la cui equazione caratteristica sia

funzione di un parametro, del quale si voglia determinare il campo di
variabilita per il quale il sistema e stabile.

® Esempio. Sia dato il sistema in retroazione

K

X y
, G —
% G(s) (5) st 4+6s534+11s2+6s+ 2

determinare i valori di K per il cui il sistema retroazionato e stabile

Y

® L'equazione caratteristica del sistema in retroazione e
s*4+6s°4+11s*4+6s+K+2=0
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Il criterio di Routh

® La corrispondente tabella di Routh e

4 1 11 K+2
3 6 6 0
2 10 K+2

1 48 — 6K 0

0 K+2

® Per la stabilita asintotica si deducono le condizioni;
® 48-6K=>0 (dacuiK<?8)
e K+2>0 (da cui K > -2).

® Il campo corrispondente alla stabilita asintotica del sistema e pertanto
-2<K<8

® Quando K assume il valore limite inferiore dell'intervallo di stabilita (K = -2) si
ha un polo nell'origine, quando assume il valore limite superiore (K = 8) si ha
una coppia di poli immaginari: in entrambi i casi il sistema e stabile, ma non
asintoticamente.
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