TROLLI AUTOMATICI
Meccanica e Ingegneria del Veicolo

/[/www.dii.unimore.it/~Ibiagiotti/ControlliAutomatici.html

ANTITRAFORMATE DI LAPLACE
MODI DI UN SISTEMA

Ing. Luigi Biagiotti
e-mail: luigi.biagiotti@unimore.it

http://www.dii.unimore.it/~Ibiagiotti



Antitrasformate di Laplace

Problema: data la soluzione della equazione differenziale nel
dominio di Laplace calcolare 'andamento nel dominio del tempo in
funzione dell'ingresso e delle condizioni iniziali (evoluzione temporale
dell’'uscita).

Y(s)=G(s) X(s)+ L(s, o)

con G(s) e L(s,yq) funzioni razionali fratte

Nel caso (sempre vero nel nostro corso) in cui la trasformata di
Laplace dell'ingresso sia anch’essa una funzione razione fratta allora
Il problema diviene quello di antitrasformare il rapporto di due polinomi
N s.

Grazie alla proprieta di linearita dell’operatore anti-trasformata di
Laplace la risposta libera e quella forzata possono essere calcolati
separatamente
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Antitrasformate di Laplace

® Pertanto ci si concentra sull'antitrasformazione di un rapporto di
polinomi in s, cioe di una funzione del tipo

N(S) L bm8m+bm_18m_1—1—...+bls+bo
D(s) " ap 8"+ ap_1 8"+ ... +a s+ ag

Y(s) =

® Sidefinisce " = n — m il grado relativo della funzione razionale

Y(s)

® Obiettivo: riscrivere il rapporto di polinomi come somma di termini
elementari facilmente antitrasformabili (sviluppo in fratti semplici)
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Antitrasformate di Laplace

Se:
® gradorelativo >0

Frazione strettamente propria: si puo scomporre il rapporto di N(s) e D(s) in una
somma di termini facilmente antitrasformabili, detta somma di fratti semplici.

Esempio:

2s + 4 1 1
Y(s) = = = +
s+ 4s+ 3 s+1 s+3

= ylt)=et+e

® grado relativo =0

Prima di procedere alla scomposizione in fratti semplici € necessario scomporre la
funzione F(s) nella somma di una costante e di una frazione strettamente propria,

cioé
Y(s) =yo+Yi(s)
dove
Yo = lim ¥ (s), Y1(s) =Y(s) =yo
Esempio: 22 1o ) )
s“+2s+ 1 s+ 1
Yis) = 219555 0 $239545

= y(t) =36(t) — V4l e~ sin(2t + @), ¢ = arctan(4/5)
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Antitrasformate di Laplace

* Lafunzione Y (s) pud sempre essere espressa anche in forma
fattorizzata: (5 — 2)(5 — 25) ... (5 — )
Y(s)=K

(s —p1)(s—p2)...(s— pn)

® Le costanti complesse 21, 22, Zm e P1, P2, Pm vengono dette,
rispettivamente, zeri e poli della funzione Y (s).

® Esempio
Y(s) = 25 +4 — 2(s +2) z=—2, Z€ero
s +4s+ 3 (s+1)(s+3)
pr = —1
Do = —3 poli
s + 65+ 5
Y(S) — 3 1921 165 21 =—1, 29 = -9, zeri
B (s+1)(s+5) p1 =20
8(8—|—1+j\/15)(8—|—1—j\/(15)) ps = —14jV15
p3 = —1—4V15 poli
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Antitrasformate di Laplace

® Antitrasformazione in caso di poli semplici
® Antitrasformazione in caso di poli multipli
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Antitrasformate di Laplace — Polil semplici

* Lo sviluppo della Y (s) in somma di fratti semplici corrisponde all'espressione

f

Reali
in corrispondenza di poli reali
K: I residui relativi ai vari poli ». » : . .

I POl p; ) Complessi coniugati

in corrispondenza di poli complessi
coniugati

® | residui si possono ricavare facilmente da

N (s)
D(s)

Ki = (s—pi) R
— N (p;) =1 )
(pi _pl) T (pi _pi—l) (pz' —p@‘+1) (p@ _pn) o
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Antitrasformate di Laplace — Polil semplici

* Infine, si ottiene I'antitrasformata della Y (s) per la proprieta di linearita e
utilizzando la

ﬁ[eat] — 1 - C_l [ 1 ] — eat

S —Aa

® Complessivamente, si ha:

V=Dt = =) Ke

8_ .
i=1 Pi

® OSSERVAZIONI

* l'andamento esponenziale e governato dalla posizione delle radici del
polinomio a denominatore ovvero

- poli della fdt nel caso di evoluzione libera

- poli della fdt + radici del polinomio a denominatore di X (s)nel caso
di risposta forzata

® Gli zeri della fdt e le condizioni iniziali (in generale il numeratore della
funzione razione fratta) non influenzano gli andamenti esponenziali bensi i
fattori moltiplicativi (residui)
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Antitrasformate di Laplace — Polil semplici

ESEMPIO
® Sia 5 3
Y(S) p— 5 —I_ —
(s+1)(s+2)(s+3)
| residui sono:
5(-1)+ _ o
ki 1+2N 1+m = 1 (s=-1)
B 5(=2)+ _ _
k=1 2+3)" ! (s=-2)
Kz = (=3 + = —6 (s = =3)

(=3+1)(— 3+2)
e infine, antitrasformando i singoli termini,
Si ottiene

y(t) = —e "+ T -6
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Antitrasformate di Laplace — Poll semplici c.c.

® Quando si hanno coppie di poli complessi coniugati, nella antitrasformata
y(t) sono presenti esponenziali complesse moltiplicate per coefficienti
complessi: essi si possono pero facilmente ricondurre a prodotti di
esponenziali reali per funzioni trigonometriche applicando le formule di Eulero.

6.790 _I_ e—](p
2

= COS Y

® Si abbiano infatti i poli complessi coniugati

pL=01+jwi, p2=p]=01—Jw
a cui corrispondono i residui (complessi coniugati)

® Lasomma di fratti semplici ad essi relativa e

up + v P jor Me?? N Me=9%¢
s—(o14+jwi) s—(o1—jw) s—(op+jw) s— (01— Jwi)
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Antitrasformate di Laplace — Poll semplici c.c.

®* Antitraformando

S| ottiene

L7Y(s)]

Mel¥

Me=7%

Yi(s) =

3—(01—|—jw1) 3—(01—jw1)

Me® elortiwnt 4 VeI elor=dwn)t

M ealt(ej (witte) 4 e—j(w1t+so))

2 M et (

2

= [ 2 M e cos(wit + cp)‘

— 2 M e sin(wit + ¢ + 7/2)

dove M = \/U%Jrvf, o = arg (u; + jv)

Luigi Bragiotti

Controlli Automatici

Antitrasformate e Modi -- 11



Antitrasformate di Laplace — Poll semplici c.c.

* |’effetto di una coppia di poli complessi coniugati a molteplicita
singola e data da un segnale periodico di frequenza pari alla parte
Immaginaria dei poli modulato in ampiezza da un segnale
esponenziale governato dalla parte reale dei poli. Il valore dei residui
associati influenza la costate moltiplicativa M e la fase ¢

2 M e cos(wit + )
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Antitrasformate di Laplace — Poll semplici c.c.

®* Sia 2
75" —8s+o5 K K K
Y(s) := - — 4 = — + =
s3 + 252 + 55 S s+1—32 s+1+ 752

Scomponendo in fratti semplici e calcolando i residui si deduce

7.0-8-045
K = -1 =0
: (OCETF=(0ETE72) (s =0)

_ (1427 -8(-1+2)+5 _

k= O Cirprivp — 208 (s=—1+/2)
O T(-1-j2)*-8(-1-j2)+5 o
b = Opci—p+i-n 3= (r=-1=72)
e pertanto
Y(s)=—-+ LN S 45 — + :
s s+1—92 s+1+92 s s+1—92 s4+14 752
da cui, antitrasformando, p=arctan(4/3)=>53, 13°

eI (2t+p) 4 e~ (2t+y)

2

y(t) =1+ 10e" ( )zl—l—lOetcos(Qt—i—cp)
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Antitrasformate di Laplace — Poll semplici c.c.

8.7 (2t+(19) + e_j (2t+(a0)

y(t) =1+ 10e" ( ) =1+ 10e " cos (2t + @)

2

7 ‘
e e +
sl :
4—————————————————F————————————————#————————————————+————————————————4:r ——————————————— —
37’7777777777777771’7777777777777777?7777777777777777T7777777777777777‘3F 777777777777777 ]

| |

6 8 10

Tempo (sec)
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Antitrasformate di Laplace — Polil semplici

® Tabella riassuntiva:
®* Polo reale

* Polo nell’origine ks

[ €5>0

k; kx |
L1 ( + — *> — 2 M, et cos(w;t + ;) a; <0
S —Pi S—P; —

®* Poli complessi coniugati

pi = 0; + jw;, ki = M;e’”
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Antitrasformate di Laplace — Polil semplici

{\ﬂﬂﬂﬂ

| i

X o€ s N
— —p

Re

.
>

.
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

® Si suppone che gli n poli della funzione razionale Y(s) si possano dividere in h
gruppi, ciascuno formato da r, (i = 1, ... ,h) poli coincidenti.

In altre parole, si suppone che si abbiano h poli diversi p; (i=1, ... , h),
ciascuno caratterizzato da un ordine di molteplicita », >/. Naturalmente é

h
E s =n
=1

® Lo sviluppo in fratti semplici in questo caso e dato da

_ N(s) N(s)
Yis) = D) (5—p)(5—pa)2... (5 —pn)™
K
= XY o

® in cui le costanti K; si ricavano mediante la formula

1 d! .. N(s)
(0 —1)! dst-1 (s = Pi) D(s)

Kig: (?::1,...,}2;621,...,7"@')

S=pP;
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

Facendo uso della proprieta di linearita e della relazione

n!
(8 _ a)n—l—l

L[t"e™] =

si puo infine ottenere l'antitrasformata come

h T

Kif ri—f _p;t
y(t)ZZZm_E)!t“ €

1=1 (=1

Anche in questo caso i coefficienti K; sono complessi coniugati in corrispondenza
di poli complessi coniugati, per cui le esponenziali complesse possono essere
sostituite con prodotti di esponenziali reali e funzioni trigonometriche, con
procedimento analogo a quello seguito nel caso di poli distinti.
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

®* Esempio: Sia 1 1
Y = —
(5) s34+4s2+5s+2 (s+2)(s+1)?
K K K
_ 11 n 22 n 21

s+2 s4+1 (s+1)2
Calcolando i residui si deduce

Kll = (S + 2) Y(S)‘S:_Q =1
Ky = 4 (s +1)?Y(s) = —1
22 — ds o —
Kgl = (8 + 1)2Y(8) ——1 1
e pertanto
1 1 1

Y pr—
() s+ 2 3+1+(s+1)2

da cui, antitrasformando

y(t) =e —e P+ te !
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

®* Esempio: Sia 1 1
Y = —
(5) s34+4s2+5s+2 (s+2)(s+1)?
K K K
_ 11 n 22 n 21

s+2 s4+1 (s+1)2
Calcolando i residui si deduce

Kll = (S + 2) Y(S)‘S:_Q =1
Ky = 4 (s +1)?Y(s) = —1
22 — ds o —
Kgl = (8 + 1)2Y(8) ——1 1
e pertanto
1 1 1

Y pr—
() s+ 2 3+1+(s+1)2

da cui, antitrasformando

y(t) =e —e P+ te !
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

® Sjottiene:

y(t)=e ' —e P +te

f(t)

0.18 ;
APV I S N T f
o1a | N N SO S ]
7] U U W AU SR RO |
I - N :
Toos | N, :
oo [N %
oos | L :
008 - N |
% . ; : 5 10

Tempo (sec)
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

®* Tabella riassuntiva:
* Poli nell’origine

ki t’

Y

: : i J i pit
e Polireali dorplqat dominae

]{L,g tj ep"'t

p@-<0
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

® Tabella riassuntiva:
®* Poli complessi coniugati

M; t7 €% cos(wit + ;)
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Antitrasformate di Laplace — Polil multipli

-
-~
-

Molteplicita > 1
A Im) ,."#__,__
U U 1

x A
.x x .._.._..............’
S >
- - * * >
% N\
N . Re

Y

AN
"4
\\ A
X A \‘ X
x
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Antitrasformate di Laplace

Qualche considerazione:

® L'antitrasformazione delle funzioni razionali fratte si effettua con operazioni
completamente di routine: |'unica difficolta puo essere il calcolo numerico dei
poli (se il polinomio a denominatore e di grado superiore a due 0 a tre non si
puo effettuare in modo semplice). In questi casi e inevitabile ricorrere a
procedimenti iterativi per la determinazione delle radici delle equazioni
polinomiali.

* |l comportamento dell'antitrasformata per t >0 e legato alla posizione dei poli
In rapporto all'asse immaginario.

Infatti si € mostrato che l'antitrasformata di una funzione razionale e costituita
da una somma di termini dei tipi

) k. kePit M e%t cos(w;t + ©; poli semplici
? ? 90

B k!, kit'ePit, M, et cos(w;t + ;) poli multipli
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Risposta di un sistema dinamico

® Dalla teoria appena sviluppata si ha che la risposta di un sistema
dinamico a fronte di un ingresso e’ sempre scomponibile nella somma
di tre contributi:

Y(s) = G(s) X(s)+ L(s, yo)
- klz — kS'é
Y(s)=), ;T EE: (s —p (5 — pi)"

S —_

1=1 ( p?’ 1=n1 =1

\ \ J
| [ |

1 2 3

J

|

1. Contributo dinamiche proprie del sistema (il cui andamento e
strutturalmente governato dai poli della funzione di trasferimento)

2. Contributo ingresso (il cui andamento e strutturalmente
governato dalle radici del denominatore di X ())

3. Contributo condizioni iniziali (il cui andamento e
strutturalmente governato dai poli della funzione di trasferimento)
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Risposta di un sistema dinamico

® | contributi (1) e (3) mettono in rilievo dinamiche proprie del sistema.
Si parla in genere di modi del sistema dinamico per individuare gli
andamenti temporali “elementari” associati ai poli della fdt. | modi sono
quindi dinamiche proprie del sistema indipendenti dal particolare
INngresso.

® Larisposta libera di un sistema dinamico ad un qualungque stato
Iniziale e sempre scomponibile nella somma di modi elementari

® La risposta forzata di un sistema dinamico ad un ingresso impulsivo
( X(s) = 1) e sempre scomponibile nella somma di modi elementari

| Y(s

X(s)=1
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Risposta di un sistema dinamico

Modi del sistema associati ai poli di G(s)

[
— G (3)

X(s)=1
| t —
J G(s)
X(s)=0 [_=°
Stato iniziale
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Effetto degli 1ngressi nella risposta forzata

® Nello sviluppo in fratti semplici I'effetto dell'ingresso contribuisce con
dei termini additivi (modi dell’'ingresso) che si aggiungono ai modi
naturali del sistema. Ci sono dei casi particolari, molto significativi, in
cui la presenza dell'ingresso non si manifesta semplicemente con

termini aggiuntivi ma
®* modifica le proprieta strutturali della risposta (risonanza)

* non produce effetti sull’'uscita (proprieta bloccante degli zeri)
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onanza

V\(t) = sin(wy t) Im 4
X
I LGl mane *—o e
)F( 1)
o wWr s+
*(8) = s* + wi Gls) :K( + w2)(s + 2)

°* Caso Wi # wsg

y(t) =w K L7 (s+ 1) )

((32 + wz) (s + 2)(s% + w?)

— koe " + Ky cos(wst + 1) + ko cos(wrt + o)
\ v )| v J
modi natural effetto forzamento
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Risonanza

®* Caso wy = wg ) Poli a molteplicita 2

B 4 (s+1)
=k 2 (G )

— koe_% + k1 cos(wst + (,01) + kot COS(WSt + 902)

® Nel caso di corrispondenza tra modi del forzamento e modi del
sistema la risposta forzata cambia strutturalmente (poli a molteplicita
multipla). Nel’esempio appena presentato a fronte di un ingresso
limitato I'uscita e addirittura illimitata. A

IL\\//\ T G
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Proprieta bloccante degli zeri

b\(t) — sin(wy t) Im+
l(::(ié;)  a— K o3 (L ’

| ; Re
Wi (s* + wi)?
X(s) = — S
( ) 82 —'—CU? G(S) K (8 + 2)2
® Caso wr 7é wg ’y(t) — koe_% -+ kl t€_2t —+ ]fg Sil’l(w[t -+ 901)
* Caso wr = wg y(t) = koe 2 + kyte

Modi forzanti che sono coincidenti con zeri della fdt, non
hanno effetto sullandamento asintotico dell’'uscita
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Stabilita (esterna)

® Nozione che cattura la proprieta di come l'uscita di sistema dinamico
reagisce a fronte di “perturbazioni” sull'ingresso

A

Perturbazione S "
M L , Risposta convergente
ot té asintoticamente a zero

tO l A

E— :::: sF t
3 > Risposta limitata
y o toi
» Rispostadivergente
to .
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Stabilita (esterna)

® Dalla proprieta di sovrapposizione degli effetti (sistemi lineari) si puo
pensare anche in termini di perturbazione di un moto nominale

Perturbazione (disturbo)

traiettorie nominali
traiettorie perturbate

Luigi Bragiotti Controlli Automatici
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Stabilita (esterna)

® La stabilita esterna si riduce ad analizzare la risposta di un sistema a
fronte di un ingresso impulsivo

~F

® Dalle regole di antitrasformazione e quindi facile mettere in relazione
la stabilita esterna di un sistema con il segno della parte reale dei poli
della funzione di trasferimento

* il sistema lineare con fdt G(s) € esternamente

* Asintoticamente stabile se tutti i poli di G(s) hanno parte reale
negativa

* Semplicemente stabile se tutti i poli di G(s) hanno parte reale
non positiva ed eventuali poli a parte reale nulla hanno molteplicita
singola

®* |nstabile se esiste almeno un polo a parte reale positiva o a parte
reale nulla e molteplicita maggiore di 1.
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Stabilita BIBO

®* Sempre dalle proprieta di antitrasformazione di Laplace e in
particolare dallo sviluppo in fratti semplici, e semplice dedurre che
ogni sistema esternamente asintoticamente stabile risponde con
uscite limitate a fronte di ingressi limitati non necessariamente
impulsivi (stabilita BIBO — Bounded Input Bounded Output).

®* Tale proprieta non e garantita nel caso di stabilita esterna semplice
(risonanza tra ingresso e polo della fdt).
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